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LES DOMAINES FORMÉS PAR LES POINTS 


REPRÉSENTANT LES VALEURS D’UNE FONCTION ANALYTIQUE 


Par M. Pauz MONTEL 


1. Si l’on représente sur le plan complexe, ou sur la sphère de 
Riemann, les valeurs Z = f(z) d’une fonction holomorphe ou méro- 
morphe dans un domaine (d), les points d’affixe Z remplissent 
certaines régions qui peuvent se recouvrir partiellement ou tota- 
lement plusieurs fois. Si le domaine (d) est connexe, il en est de 
même pour le domaine (D) du plan des Z qui lui correspond; si (d) 
est simplement connexe, (D) n’est pas nécessairement simplement 
connexe. 

Sauf quelques, remarques fondamentales, on connait peu de 
résultats précis et généraux relatifs aux domaines (D). Je dois citer, 
dans cet ordre d'idées, le théorème de M. Keebe relatif aux fonctions 
univalentes, le théorème de M. A. Bloch, et certains résultats de 


| MM. Landau, Bohr, Fekete et Valiron. 


Je me propose d'établir quelques théorèmes généraux relatifs aux 
domaines (D) correspondant à des fonctions appartenant à une 
famille dont aucune fonction limite n’est une constante. Certains des 
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théorémes cités apparaissent comme des cas particuliers de ces 
propositions; d’autres peuvent être aisément établis par la même 
méthode. 

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans deux 
Notes insérées aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences de 
Paris (*). — A 


2. Nous nous occuperons de fonctions f(z), holomorphes ou 
méromorphes dans le cercle (d) : |sz|<1, et nous supposerons 
qu’aucune fonction limite ne soit une constante, c’est-à-dire, qu'il 
n’existe aucune suite infinie, extraite de la famille, convergeant 
uniformément dans l'intérieur de (d) vers une constante.(?). Nous 
dirons qu’une telle famille de fonctions est une famille sans limite 
constante. | 

Nous dirons qu’un domaine (D) du plan complexe des Z est couvert 
par la fonction /(z), si l'équation f(z)=Z admet toujours une 
racine au moins intérieure à (d) lorsque Z est intérieur à (D). Nous 
dirons que (D) est couvert p fois par la fonction f(z), si cette équa- 
lion a toujours p racines au moins intérieures à (d). 

Soit 3, un point intérieur à (d); si f(3,) n’est pas nul, la fonction 
f(z) est univalente dans un cercle (y) assez petit de centre 3,; on 
pourra appeler rayon d’univalence en ce point, le rayon maximum 
d'un cercle (y) de centre 3,, intérieur à (d), dans lequel la fonction 
/(3) est univalente. Ce rayon est nul aux zéros de la dérivée, et en 
ces points seulement. 

Soit Zp = f(z); St f'(2,) est différent de zéro, la fonction f(z) 


fait la représentation conforme d'un petit domaine entourant 3,, sur : 


un petit domaine entourant Z,, les points 3, et Z, se correspondant, 
A un petit cercle (T°) du plan Z de centre Z,, correspond une petite 
région du cercle (d) autour de s,. La branche de la fonction inverse 


(1) Sur le domuine correspondant aux valeurs d'une fonction analytique. 


«Comptes rendus, t. 183, 1926, p. 940-942). — Sur les domaines correspondant aux 
valeurs des fonctions analytiques (Ibid., p. 1081-1083), 
(?) Pour la définition de la convergence uniforme des fonctions méromorphes, 


vor, par exemple, P. Monte, Lecons sur les familles normales de fonctions 


analytiques et leurs applications, p. 124 (Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1927). 


: 
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de f(z), définie par les valeurs initiales 3,, Z,, est univalente dans le 
cercle (Tt). Le rayon de ce cercle a une limite supérieure, sinon la 
fonction inverse serait bornée dans tout le plan Z, et par conséquent 
constante. Le rayon de (I) a donc une valeur maximum que nous 
appellerons module d’univalence au point 3, de la fonction f(z). Ce 
module n’est pas le rayon d’univalence du point Z, de la branche 
considérée de la fonction inverse, car les valeurs z!sont telles que 
|z| <1. Lorsque 3, varie dans (d), le module d’univalence n’est pas 
nécessairement Cr comme le montre es nles de la fonc- 


tion f(s) = = r 


d’univalence en et point de (d) sera appelée le module d’univa- 
lence du domaine. 


3. Considérons maintenant une famille (F) de fonctions holomor- 
phes dans (d), sans limite constante. Puisque nous nous occupons de 
l’étendue du domaine (D) recouvert par le point Z, nous pouvons faire 
subir à ce domaine une translation arbitraire. Nous pouvons donc 
supposer que toutes les fonctions f(z) sont nulles en un point 


‘déterminé z, de (d); il suffit de remplacer f(z) par f(s) — f(<0), 


ce qui remplace (D) par le domaine obtenu au moyen de la trans- 
lation — f(z,) effectuée sur (D). Une famille sans limite constante 
conserve cette propriété après les translations. 

Nous appellerons couronne ou anneau le domaine compris entre 
deux cercles concentriques. Soit une suite infinie d’anneaux : (D,), 
(D,),...,(D,), .... Nous dirons que cette suite est régulière lorsque 
le rayon du cercle extérieur de l’anneau (D,) tend vers zéro lorsque n 
augmente indéfiniment. Si l’on donne aux anneaux un centre commun, 
on peut toujours supposer, en supprimant au besoin certains d'entre 
eux, que deux anneaux consécutifs (D,) et (D,.,) n’empiètent pas 
l’un sur l’autre. 

Dans certains cas, nous supposerons nuls les rayons intérieurs de 
certains anneaux qui seront alors des cercles; ou infinis les rayons 
extérieurs : nous aurons alors des domaines extérieurs à des cercles. 
Dans ces cas, les anneaux consécutifs empiétent nécessairement l’un 
sur l’autre quand ils sont concentriques. 
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Nous pouvons établir le théoréme : 


Etant données une famille (F), sans limite constante, de fonctions 
holomorphes dans un domaine, et une suite régulière d@anneaux, à 
chaque anneau (D,) de cette suite, on peut faire correspondre un anneau 
(D,+,) tel que toute fonction de la famille qu ne couvre pas (D,) 
coucre (Dn+p): 


Nous verrons que (D,,) et (D,,,) sont concentriques, et qu'on peut 
remplacer p par un entier supérieur quelconque. Les deux anneaux 
peuvent d’ailleurs être couverts l’un et l’autre. 

Comme on peut faire commencer la suite des anneaux à l’un d’entre 
eux arbitrairement choisi, nous ferons la démonstration en partant de 
l'anneau (D,); il faut démontrer que toute fonction couvre soit (D, ), 
soit (D,), p étant convenablement choisi. 

Nous pouvons toujours supposer que /(3,)—0; considérons alors 
les anneaux (D,) ayant leur centre au point Zo. Nous allons 
montrer qu’il existe un de ces anneaux (D,) qui possède la propriété 
énoncée. 

En effet, si (D,) n'existait pas, on pourrait trouver une fonc- 
tion /,(3) ne prenant pas une valeur a, de l’anneau (D,), ni une 
valeur 3, de l'anneau (D,); une fonction f,(z) ne prenant pas une 
valeur «, de l'anneau (D,), ni une valeur f, de l'anneau (D,); etc. 
La suite f,,/f:, ..., fn, ... ne comprend qu’un nombre fini de fois 
chaque fonction, car chaque fonction couvre, si n est assez grand, 
tous les anneaux de rang supérieur à », puisqu'elle couvre une petite 
région*contenant Z = o. Les fonctions 

ga(s) = LA Be, 
an — Br 
forment une famille normale, puisqu'elles ne prennent ni la valeur 
zéro, mi la valeur un; nous pouvons en extraire une suite partielle 
convergente que nous appellerons encore g,(z); g,(0o) a pour limite 
zéro avec = puisque 3, a pour limite zéro, et «, reste dans l’an- 
neau (D,), donc les fonctions g,(2), qui ne prennent jamais la valeur 
zéro, ont pour limite zéro dans l’intérieur de (d) :|3|<<r. L'égalité 


Jus) = Bat (on — Bn) Sn(=) 
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montre alors que /,(z) converge uniformément vers zéro dans l’inté- 
rieur de (d). Mais les fonctions de la famille (F) n’ont pas de limite 
constante. L'hypothèse est inacceptable, et, à partir d’un certain rang, 
soit l’anneau (D,), soit l'anneau (D,) est couvert par toute fonction 
de la famille. Désignons par p le rang du premier anneau pour lequel 
ce fait se produit : He théoréme est établi} 

Nous voyons qu’on peut prendre pour centres des anneaux les 
valeurs prises par les fonctions pour une même valeur arbitraire de 3, 
telle que |3,|< 1; que l’on peut supposer les anneaux aussi rappro- 
chés que l’on veut du centre Z,; le nombre p variera en général 
avec 3). Dans chaque anneau, on peut inscrire des cercles : on peut 
donc dire que, autour de Z,, et dans un cercle de rayon arbitrairement 
choisi ©, la fonction couvre des cercles de rayon supérieur à un 
nombre fixe qui dépend de z, et de 9, mais qui est indépendant de la 
fonction choisie; on peut choisir arbitrairement l’argument du centre 
de ce cercle autour du point Z,, pris comme origine. 

Remarquons aussi que l’on peut prendre comme centres des 
anneaux les points Z; correspondant à des valeurs =; variables avec la 
fonction /;(3); il suffit, dans ce qui précède de remplacer /(:} 
par f(z) — fi(:); la nouvelle famille est encore sans limite constante, 
mais il est nécessaire que tous les points d’affixes =; soient dans un 
cercle intérieur à (d), c’est-à-dire que | 3;|S9 <1. 

On ne peut, en général, dans le théorème “précédent, remplacer les 
anneaux par des cercles; par exemple, les fonctions 


ners2fin(iss) a 


n désignant un entier positif, appartiennent à une famille (F), sans 

MT AL EPL 

limite constante, pour |:|<1, puisque /) (0) = 1. Orla fonction /,(=) 
2 . ees 

ne prend pas la valeur =, ni les valeurs voisines; et ces valeurs ont 
nr 


pour limite zéro. 


4. Si l'on impose des conditions supplémentaires aux fonctions de 
la famille (F), on pourra remplacer les anneaux par des cercles. Ce 
sera en particulier le cas pour les fonctions urivalentes. 

En effet, supposons toujours /(s))=0; alors, si une fonction 
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couvré un anneau (D,), il correspond à la citconférence extérieure 
(T,) de cet anneau, une courbe fermée simple (y,) intérieure au 
cercle |z|<1; done f(z) fait la représentation conforme du domaine 
limité par cette courbe (y,) sur le cercle limité par la eirconfé- 
rence (T,). Par conséquent, le cercle limité par (T,) est toujours 
couvert par f(s), car (T,) est intérieur à (T,). 

Pour qu’une famille de fonctions univalentes dans le done 
| s| <1 soit sans limite constante, on pourra par exemple prendre 


flm)=a,  f(4)=b  (a£b), 


3, et 3, étant deux points intérieurs du cercle (d); a et b deux valeurs 
constantes prises, aux points 3, et 3,, par toutes les fonctions. 

On peut prendre aussi f(z,)=e5<0; en particulier, si # =1, 
ce =1, on retrouve le théorème de M. Keebe (') : les fonctions 


f(s)=3+..., 


univalentes pour |z|<1, recouvrent un cercle fixe de centre origine. 


5. Reprenons le cas général de fonctions holomorphes quelconques. 
Si l’on suppose que les anneaux ont une épaisseur nulle, on voit que 
toute fonction de la famille recouvre une circonférence de rayon 
supérieur à un nombre fixe et de centre Z, par exemple. Si, en parti- 
culier, on prend la famille (F,) pour laquelle 


fa) 54. 


on retrouve un théorème de M. Landau (?), avec une précision de plus 
puisque le cercle couvert est déterminé à une alternative près. 
Considérons encore la famille (F,) pour laquelle 


Re LIRE LAS TR 


e étant un nombre fixe; cette famille est sans limite constante. Le 


(1) P. Koger, Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven 
(Nachr, von der kénigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gôttingen, math. -phys. 
Klasse, 1907, p. 191-210). 

(2) E. LanNpau, Zum Keebeschen Verzerrungssatz (Rendiconti del Cir. mat. di 
Palermo, t. 46, 1922, p. 347-348). 
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théorème général lui est applicable; si les anneaux ont une épaisseur 
nulle, on retrouve un théorème de M. H. Bohr ('). 

On peut varier de bien des maniéres les conditions imposées aux 
fonctions de la famille (F) pour qu'il n’y ait aucune limite constante. 
Mans chaque cas, on obtiendra une forme particuliére de notre 
théorème fondamental. 


Examinons de plus près la démonstration de ce théorème donnée 
au paragraphe 3. Comme nous l’avons vu, on ne peut remplacer en 
général les anneaux par des cercles, mais (D,) étant un anneau, la 
démonstration n’est pas changée, si (D,) est un cerele pour #21. On 
peut donc dire que, pour la famille (F), il existe un cercle (D,) de 
rayon fixe tel que chaque fonction f(s) couvre au moins soit l'an- 
neau (D,), soit le cercle (D,). 

Supposons que l'anneau (D,) soit couvert moins de 4 +1 fois par 
une fonction /,(z); il existera un point +, de cet anneau qui sera 
couvert g fois au plus. Si en outre l’anneau ou cercle (D,) n’est pas 
couvert, il existe un point 3, de ce cercle qui n’est pas couvert, la 


fonction 
~ a fn 3 ) ere D 


An — Bn 


ne prend pas la valeur zéro et prend g fois au plus la valeur un : les 
fonctions g,(s) forment donc une famille normale (*) et le raison- 
nement demeure le même. Donc : 


Toute fonction, appartenant à une famille sans linute constante, qui 
ne couvre pas plus de q fois un anneau (D,), couvre au moins une forts 
un cercle (D,:»). 


Le cercle couvert varie en général avec le nombre g. Dans le 
raisonnement précédent, on ne peut pas intervertir le rôle des 


(') H. Bour, Scripta Univ. atque Biblioth. Hierosolymitanarum. t. 1, 1923. 

(2) Voir P. Monrer, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent 
des valeurs exceptionnelles dans un domaine (Annales de l'École Norm. sup.. 
3° série, t. XXIX, 1912, p. 487-535, et Lecons sur les familles normales, etc., p. 69), 
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anneaux (D,) et (D,); on peut supposer que l’anneau (D,) soit une 
circonférence. 

En particulier, si l’on prend g=1, /(0)=0, f'(1)—1,0n retrouve 
le théorème de M. Kobe. 


7. Remarquons encore que rien ne serait changé au raisonnement 
du paragraphe 3, si /(z) admettait une valeur exceptionnelle « non 
nulle, ou une valeur non nulle « prise g fois au plus. Nous supposons 
toujours pour simplifier /(s,) =o. Il suffirait, en effet, de faire jouer 
à x le rôle de «,. Mais ici, l'alternative disparait et le cercle (D,) est 
toujours couvert. Donc : 


Toute fonction appartenant à une famille sans limite constante couvre 
toujours un cercle fixe de centre origine, st l’on a f(z,) = 0 et s’il existe 
une valeur «= 0 telle que l'équation f(z)— x ait toujours q racines 
au plus. 


On peut d’ailleurs remarquer qu'il suffit de tracer un anneau (D,) 
contenant « pour être placé dans les conditions du théorème du para- 
graphe précédent. 


8. Nous avons admis l’existence d’un nombre «50 pris moins 
de g+1 fois par la fonction f(z). L'hypothèse que a n’est pas nul 
est nécessaire pour que les fonctions 


f(z)— Bn 


$n( 4) = ——— 

on oo Bn 
qui interviennent dans le raisonnement du paragraphe 3 aient pour 
limite zéro. Mais ce raisonnement, légèrement modifié, est encore 
valable pour 2 = 6; il suffit de remarquer que les fonctions 


= S(2)— Bn 


Oo (5 pt SR Eh ima 
Sn = 


De 
qui ne prennent pas la valeur zéro et qui prennent q fois au plus la 
valeur un, forment une famille normale bornée puisque 2,(35°) —=1T; 
les fonctions 2,(3) sont donc bornées dans leur ensemble pour 
151<e 1, et l'égalité 

Sn(%) = Bn— Bn&n(s) 
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montre encore que /,(z) a pour limite zéro, ce qui contredit l’hypo- 
thèse d’une famille sans limite constante. On peut donc dire : 


St chaque fonction d'une famille sans limite constante prend une 
valeur à, qui peut varier avec la fonction, une fois au moins et q fois 
au plus, elle couvre toujours un cercle de centre x et de rayon fixe. 


Il suffit en effet de remplacer f(s) par f(s) — à pour être ramené 
au cas précédent. 
Supposons en particulier = 0, f(o)=71, nous aurons la famille 


des fonctions 
(SEA; 


qui prennent g fois au plus la valeur zéro dans le cercle’|s|<1 où 
elles sont holomorphes : elles couvrent un cercle fixe de centre 
origine. Nous retrouvons ainsi un théorème de M. Fekete ('). 

On peut supposer dans les énoncés précédents que les fonctions 
J(s) s’annulent en des points variables 5; tels que | 3;|S¢ 1. 


9. Si l’on ne fait aucune hypothèse supplémentaire sur les fonc- 
tions de la famille (F), nous savons qu'il n’existe pas de cercle fixe 
couvert par toutes Les fonctions et que l’alternative subsiste entre un 
cercle et un anneau ou une circonférence. Mais on peut démontrer 
l'existence d’un cercle de rayon fixe contenant l’origine et toujours 
couvert; seulement, la position de ce cercle variera avec la fonction. 
C’est ce qu'a établi M. Valiron (*) pour le cas de la famille (F,) des 


fonctions $3 
Ya) Sais = 5.3; 


mais son théorème s’applique à toute famille (F) sans limite constante. 

Étant donné un nombre positif e 7, arbitrairement petit, il lui 
correspond un nombre R(e) tel qu’un cercle de rayon R(e) soit 
couvert par chaque fonction, à l’exception peut-être de points que 


(1) M. Fekete, Zum Kæbeschen Verzerrungssatz (Nachr. der Gesellschaft der 
Wiss. zu Gôttingen; Math.-Phys. Klasse, 1925, p. 142-150). 

(2) G. Varimon, Sur un théorème de MM. Kobe et Landau (Bull. des Se. 
math., t. LI, 1927, p. 34-42); Sur les valeurs des fonctions holomorphes dans un 
cercle, 2° série (Comptes rendus Acad. Sc., t. 183, 1926, p. 1256-1258). 
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l'on peut enfermer dans un cercle vu sous l'angle < du centre du 
premier. 

Supposons /(3,) — 0; alors, s’il en était autrement, il existerait, 
quel que soit l’entier », une fonction /,(3) qui ne couvrirait pas le 
cercle |z|< ~ dans les conditions précédentes. Il y aurait donc, dans 
ce cercle, deux points au moins z, et 3, non couverts, qu'on ne pour- 
rait enfermer dans un cercle vu de l’origine sous l'angle ¢. Il est 
nécessaire pour cela que 
Es 
| 


re) 
an 


Bye (t= sin 


wim 


)> 


/ 


sinon le point z, serait dans un cercle ayant pour centre le point 3, et 
vu de l’origine sous langle < ('). I suffit alors de reprendre le raison- 
nement du paragraphe 3; ona 


£n(o) | — 


Pas Leeks 
An — Bn 7 h ; 
les fonctions g,(z:) ont leurs modules bornés pour |3'<2 <r ct 
», TE: 
l'égalité | | | 

Tal 3) — Bat (Œn— Ba )&n( 3); 


4 | I n I RES ee By fe 
dans laquelle | x,|< =» |3,|< 5» montre que /,(z) aurait pour limite 
zéro. Le théorème est donc démontré. 

, ’ I 
Il en résulte qu'on peut tracer un cercle de rayon - R(<), contenant 


le point Z=o et couvert par les valeurs de f(z): la position de ce 
cercle varie avec la fonction choisie. 


10. Dans tout ce qui précède, nous avons démontré l'existence de 
domaines couverts par la fonction f(z) sans nous occuper du nombre 
de fois que chaque point est couvert. Il résulte d'un théorème de 
M. A. Bloch (*) qu'il existe toujours un cercle de rayon fixe dans 
ER ase 

(') La condition du texte n'est pas suffisante. On aurait une condition suffisante, 


mais non nécessaire, en remplaçant & par 


1—Æ° 

(*) A. BLocu, Les théorèmes de M. Valiron sur les fonctions entières et la 
théorie de l’uniformisation (Annales de la Fac. des Se. de Toulouse, 3° série, 
t. XVII, 1925. p. 1-22), 


RE ‘ 


hes 
ee 
eae 


< 
4 


LES DOMAINES FORMES PAR LES VALEURS D'UNE FONCTION ANALYTIQUE. 11 


lequel la fonction inverse est univalente, c’est-à-dire un cercle obtenu 
par la représentation conforme d’un domaine intérieur à à|[3|< 1 au 
moyen de la fonction f(z) : avec les dénominations introduites au 
paragraphe 2, nous dirons que le module d’univalence de chaque 
fonction de Li famille reste supérieur à un nombre positif fixe. 
Voici d’abord comment on peut énoncer le théorème de M. A. Bloch : 
Le module d’univalence de chaque fonction de la famille (F,) 


fG)=2+..., 
holomorphe pour |z|<1, reste supérieur à un nombre positif fixe 2. 
Ul en résulte aussitôt que (‘) : les fonctions holomorphes dans (d) 
pour lesquelles le module d’univalence est borné par un nombre R 


forment une famille normale. En effet, en un point = situé dans le 
cercle [:1<o <1, le module d’univalence est supérieur à 


G—p)ôlf"(z)l, 
Se Sh 


donc 
f(s js Bh 


Les fonctions f(z) ont leurs dérivées bornées dans le domaine (4) : 
elles forment une famille normale. 

M. Valiron a déduit de cette dernière proposition l’extension du 
théorème de M. A. Bloch à une famille (F) sans limite constante (?* ). 
Voici sa démonstration. Supposons toujours f(z 
Si le module d’univalence ne restait pas supérieur à un nombre fixe 
positif, il y aurait, quel que soit l’entier n, une fonction f,(z) dont le 
module d’univalence serait inférieur à ~. Les fonctions n/,(z) auraient 
des modules d'univalence inférieurs à lunité et formeraient une 
famille normale, d’après le théorème de M. A. Bloch. Comme ces 
fonctions sont nulles à l’origine, elles seraient bornées en module 
pour |z|<o <1; on aurait donc, pour ces valeurs de z, 


In(en<*, 


(1) A. BLocH, Loc. cit., p. 9. 
(2) Dans une lettre qu’il m’a adressée le 29 novembre 1926. 


2 
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M désignant la limite supérieure du module et /,(z) tendrait vers 
zéro dans (d), ce qui est contraire à l’hypothèse. Si f(s.) n'était pas 
nul, on remplacerait, dans la démonstration, /(z) par f(z) — f(20): 


11. On sait qu'on appelle multivalente d'ordre g, ou plus briéve- 
ment g-valente, une fonction qui, dans le domaine où on la considère, 
prend g fois au plus chacune de ses valeurs et prend effectivement 
g fois l’une d’elles (‘). Par conséquent, si une fonction prend g fois 
une de ses valeurs, elle est au moins g-valente dans tout domaine 
fermé intérieur au premier (?). Nous allons dans la suite nous 
occuper des fonctions f(s), holomorphes dans le cercle (d) et au 
moins g-valentes dans le cercle [3|[<e <1, et des familles (F,), sans 
limite constante, formées avee de telles fonctions. 


Considérons une famille (F,), sans limite constante, de fonctions 
holomorphes et au moins q-valentes dans un domaine intérieur à (d), et 
une suite régulière d’anneaux; à chaque anneau (D,) de cette suite, on 
peut faire correspondre un anneau (D,,,) tel que toute fonction de la 
famille qui ne couvre pas (D,) q fois au moins couvre q fois au 
moins (D,,,). 


En effet, partons de l’anneau (D,); si le théorème n’était pas vrai, 
il existerait, quel que soit n, une fonction /,(3) ne couvrant pas q fois 
(Di), ni (D,). A chaque fonction /(z) correspond une valeur a qui 
peut varier avec la fonction et qui est prise g fois au moins; nous 
prendrons le point a comme centre des anneaux correspondant à cette 
fonction; en remplaçant f(s) par f(s) —a, on pourra toujours 
supposer que les anneaux ont leurs centres à l’origine. 

La fonction /,(3) prend donc g—1 fois au plus une valeur «, de 
l'anneau (D,) et une valeur 8, de l’anneau (D,,) : le module de «, reste 
supérieur au rayon intérieur de l’anneau (D,); 8, tend vers zéro 


(1) Voir P. Monte, Sur les familles quasi-normales de fonctions holomorphes 
(Mémoires de Acad, royale de Belgique classe, des sciences, »° série, t. VI, 
1922, p. I-41). 

(?) Toute fonction méromorphe dans un domaine fermé à un ordre de multivalence 
fini. 


see os 
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I d 
avec = Les fonctions 


prennent g — 1 fois au plus les valeurs zéro et un : elles forment une 
famille quasi-normale d'ordre total q — 1 (*; la suite g,(z) est géné- 
ratrice d’une suite partielle, que nous appellerons encore Gn(3), qui 
converge uniformément dans l’intérieur de (d), ou qui augmente 
indéfiniment d’une manière uniforme, sauf peut-être en certains 
points irréguliers dont la somme des ordres ne dépasse pas g — 1. Je 
dis que ce dernier cas ne peut se présenter ici. En effet, si g,(:) 
augmentait indéfiniment, sauf aux points irréguliers, l'équation 


Bn 


— = 0 
an — Ba 


Sn(3) + 
aurait, d’après le théorème de Rouché, autant de racines que l’équa- 
tion g,,(s) = 0, à partir d’une certaine valeur de n, dans tout domaine 
intérieur à (d); mais la première équation, qui peut s’écrire /,(3) = 0 
aq racines au moins, tandis que la seconde en a g — 1 au plus. 

Donc g,(23) converge uniformément vers une fonction holomorphe. 
Si cette fonction n’est pas la constante zéro, en considérant la même 


équation et en remarquant que = 21e tend vers zéro, on arriverait à 


+ an Ba 


la même contradiction. Donc pr a pour limite zéro. L'égalité 
als) = n + ( any — om oe 


montre qu'il en serait de même de /,,(z), ce qui contredit l'hypothèse. 
Le théorème est démontré. 

Remarquons que les g points où f(s) est égale à a n’ont pas besoin 
d'être distincts; il suffit que la somme des degrés de multiplicité des 
zéros de f(s) — a, de modules inférieurs à p <1, soit égale ou supé- 
rieure à q. 


(!) Voir P. Monte, Sur les familles quasi-normales, etc. (loc. cit.) et Sur les 
suites de fonctions analytiques qui ont pour limite une constante (Bull. de la 
Soc. math. de France, t. LIN, 1925, p. 246-257). 
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Si l’on suppose, en particulier, que les anneaux ont une épaisseur 
nulle, on voit que toute fonction f(z) couvre une circonférence de 
rayon supérieur à un nombre fixe. Dans le cas de la famille 


J(S) RUE +s, 


on retrouve une généralisation du théorème cité de M. Landau due à 
M. Fekete ('), avec une précision nouvelle. 

On peut varier beaucoup les conditions imposées aux fonctions de 
la famille (F,) : on peut supposer par exemple que f(z) ait g zéros 
au moins et f(s) —1, un zéro au moins dans le cercle |z|<e < 1; 
ou que f(z) =o avec mas. x |/(3)1= = 1,0 <1; si f(z) ag zéros'au 


moins et f(z) —1, y: fat au moins dans ce cercle, l’un des 
anneaux (D,) ou (D,.,) au moins est couvert g fois au moins 
sig2gq', et 7’ fois au moins si g<gq'. 

Enfin, observons que, ici encore, on peut remplacer la cou- 
ronne (D,.,) par un cercle. Le raisonnement n’est pas modifié. 


12. Remarquons que, dans le théorème précédent, rien ne serait 
changé aux raisonnements si l’on supposait que (D,) est couvert 
moins de g'+ 1 fois, au lieu d’être couvert moins de ¢ fois. La famille 
des fonctions | 

&u(3) = SLT Pre D 
An— Sn 
2, désignant ici l’affixe d’un point de (D,) couvert moins de g + 1 fois, 
est une famille quasi-normale dont l’ordre total est égal ou plus petit 


des deux nombres 9 —1 et g + 1. Cet ordre ne dépasse done pas 9 —1 


et la suite-du raisonnement demeure la même. Par conséquent : 


Etant donnée une famille (K,) sans limite constante de fonctions 
holomorphes dans le cercle |3|< 1 et q-valentes au moins dans le 
cercle |51<8 1, un entier arbitraire q', et une suite régulière d'an 
neaux, ad chaque anneau (D,) correspond un anneau (D,,,) tel que 
toute fonction de la JDE qui ne couvre pas plus de q' fois (D, ) 


couvre q fois au moins (D,.,) 


(1) M. Fekete, loc, cit, 


Ie à 
H an 
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. On peut supposer que les anneaux qui suivent (D,) soient des 
= cercles. 

= L’alternative entre les deux anneaux disparaitra, si l’on peut 
aftirmer que le premier anneau est couvert moins de g' fois par toute 
fonction. Cela se présentera en particulier pour une famille sans 
limite constante de fonctions g valentes au moins pour |z|<p <1 
et q’-valentes au plus pour |z|<1. On a ainsi le théorème suivant qui 
généralise celui de M. Kebe : 


Soit une fanulle, sans limite constante, de fonctions holomorphes 
pour |z| <1, q-valentes au moins pour |3|<o <1, et qg'-valentes au plus 
pour |3!<1 : toute fonction de la famille couvre q fois au moins un 
cercle de rayon fixe. 


Pour g = q' =1 et la famille (F, ) : 
f(z)= 2 +. ah 


on retrouve le théorème de M. Keebe. 


13. Mais il suffit, pour faire disparaitre l'alternative et affirmer 
existence d’un cercle couvert p fois, de savoir qu’une valeur parti- 
culiére est prise q’ fois au plus dans (d). 

Supposons d’abord que f(z) prenne une valeur fixe a, q fois au 
moins pour |z|Sp <1, et une valeur fixe b, différente de la première, 
g fois au plus. En remplaçant f(s) par f(z) — a, les valeurs corres- 
pondantes deviennent o et b—a—x=Æ0o; comme on peut toujours 
supposer que (D,) contient «, l'existence du cercle couvert g fois est 
assurée. Si les valeurs a et b sont égales, « est nul; les fonctions 


fils) — Bn 
Ens eds = 6, 


forment une famille quasi-normale d’ordre g—1 au plus; comme 
elles prennent la valeur un en q points, la famille est normale et 
bornée, alors l'égalité 


fur D (2) 
AB Cio at Nr n £n\ = 


montre que /,(3) tend vers zéro et le résultat demeure exact. 
Si les nombres a et b varient avec f(z), il faudra remplacer x par «, ; 
2* 
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si|«,|reste supérieur à un nombre fixe, on pourra supposer que «, est 
dans (D,); si «, tend vers zéro, on verra comme plus haut que les 
fonctions g,,(s) sont bornées dans leur ensemble et l'égalité 


fn(3) = Ba + (an — Bn) n(5) 
montre que le cercle couvert q fois existe toujours. Donc : 


Etant donnée une famille sans limite constante de fonctions holomor- 
phes dans (d) qui prennent q fois au moins une valeur dans un domaine 
intérieur à (d), et q’ fois au plus cette valeur, ou une autre, dans (d), il 
existe un cercle de rayon fixe couvert q fois au moins par chaque fonc- 
tion de la famille. 


Considérons, en particulier, la famille des fonctions 
Hs)... 


holomorphes pour |s|<1 et ne s’annulant pas pour o <|s| <1. Ces 
fonctions couvrent au moins g fois un cercle fixe dont le centre est à 
l’origine. C'est un résultat du à M. Fekete ('). 


14. On peut aussi étendre aux fonctions g-valentes au moins le 
théorème de M. Valiron étudié au paragraphe 9. 

Étant données une famille sans limite constante, de fonctions holo- 
morphes et g-valentes au moins dans un domaine, et un nombre & 
positif, inférieur à x et arbitrairement petit, il lui correspond un 
nombre R (¢) tel que toute fonction couvre au moins g fois un cercle 
de rayon R(<), sauf peut-être des points qui peuvent être enfermés 
dans un cercle vu sous l'angle < du centre du premier. 

En remplaçant f(z3) par f(s) — a nous pourrons supposer que le 
cercle couvert a son centre à l’origine. Si le théorème n'était pas vrai, 
à chaque entier £ correspondrait au moins une fonction fs) ne 


remplissant pas les conditions de l’énoncé dans le cercle | |< +. Il 
. FL 


existerait donc deux points au moins de ce cercle, +, et B,, qui 
seraient couverts moins de q fois et qu’on ne pourrait enfermer dans 


(1) M. Fekete, loc. cit. 
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un cercle vu de l’origine sous l’angle ¢, ce qui entraine 


el à (= sin =). 
La famille des fonctions 
(s)= inf PE In(3) — Bn 


est quasi-normale d’ordre g — 1 au plus dans (d) et chaque fonction 
est bornée en q points puisque |g, (3)|< 7 aux g points où f(s) 


s'annule. Ces points sont situés dans le cercle |s|<e <r. Done, la 
famille considérée est normale et bornée; alors l'égalité suivante, 


Sal 
dans laquelle | «,|< =: 18,1< = 
az) = But (an — Bn)8n(=); 
montre que /,(3) tend vers zéro, ce qui contredit l'hypothèse. 
Comme précédemment, on déduit de ce résultat que chaque fonc- 


. . . I 
tion f(=) couvre g fois au moins un cercle de rayon = R(<), contenant 
l'origine, dont la position peut varier avec la fonction ¢'). 


15. Proposons-nous d’étendre aux fonctions méromorphes dans (4) 
les résultats obtenus dans les paragraphes précédents. Nous intro- 
duirons une double suite régulière d’anneaux (D,), définis pour 
toutes les valeurs entières positives, négatives ou nulles de » et tels 
que le rayon extérieur de l’anneau (D,) tende vers zéro quand nv tend 
vers +, le rayon intérieur de l’anneau (D,) augmente indéfi- 
niment lorsque n tend vers —. Nous pouvons démontrer la propo- 
sition suivante : 

Étant données une famille, sans limite constante, de fonctions méro- 
morphes pour |3|<1, et une double suite régulière d’anneaux, à chaque 


anneau (D,) correspond un couple d’anneaux (D,_,) et (D,.,) tels que 
. chaque fonction f(s) couvre l’un au moins des trois anneaux (Des); 


(D,), (D). 


Considérons les valeurs de f(s) en un point 3, fixe dans (4); on 


(1) Pour le cas de la famille (F,), vosr G. VALIRON, loc. Ctt., p.38, 
Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — JANVIER 1929. 
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pourrait aussi considérer des valeurs 3, variables avec la fonction et 
contenues dans un cercle intérieur à (d), comme nous l'avons fait 
pour les fonctions holomorphes. Si f(z.) est fini, nous remplaçons /(s) 
par f(s)— (20); si 3, est un pôle, nous conservons /(z). La nou- 
velle famille est aussi sans limite constante. Nous prendrons le 
point Z — o comme centre des anneaux. Partons de (D,), comme on 
peut toujours le faire; s’il n'existe pas de disques (D_,) et (D,) 
remplissant les conditions énoncées, à chaque entier positif n corres- 
pond au moins une fonction f(s) qui ne couvre pas un point «&, au 
moins de (D,), un point 3, au moins de (D,), un point y, au moins 
de (D_,). Le module de «, reste compris entre deux limites fixes 
finies et positives; B, tend vers zéro et y, augmente indéfiniment 
lorsque n augmente indéfiniment. La fonction 
ED pee = a — (Bas Yu as An) 
ne prend ni la valeur zéro, ni la valeur un, ni la valeur infinie : les 
fonctions g,(3) forment une famille normale. Nous pouvons en 
extraire une suite partielle convergente, que nous appellerons 
encore g,(3). 

Si fn(3o) est nul, 8,(30) = Bu, 71 tend vers zéro avec = 

Yn On—Bn me: n 

si f.(Zo) est infini, g,(30) = ae augmente indéfiniment avec n. 


n a 
S'il y a une infinité de valeurs /,(3,) qui soient finies, extrayons la 
suite nouvelle correspondante et appelons-la toujours g,(3). On a alors 


fn( 3) — Br On— Bn | 
f =: Sn \Z =} ie 
fats) — Yu Qu — Yn ( ) A ) . | 


La suite convergente g,(3) a pour limite zéro pour 3 = 3); comme les 
fonctions g,(3) ne s’annulent pas dans (4), la limite est la constante 
zéro. De même, h,,(z) a pour limite zéro et 
Julin(s)= wat “(an— Bn) 8n( =) 
on— Yn 

tend aussi vers zéro; alors 

fi(s)= Ba Ynhn(s) 

‘ 1—h,(5) 


aurait pour limite zéro, ce qui est contraire à l’hypothése. 


2 
& 
og, 
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| Supposons donc que 3, soit un pôle pour une infinité de fonc- 
tions /,(z); extrayons la suite correspondante que nous appellerons 
encore g,(2); 8:(30) augmentant indéfiniment, la limite de g,(z) est 
la constante infinie; cherchons celle de f,(z); formons pour cela le 
rapport 

C65: Gann: Yn) = Jn(5) — Br ye Saget wee tLe) 


Tul) — On 5 Ya An Re 8n(s)—1 


== Kr(z), 


ce‘rapport a pour limite l’unité; on a 


1 ( ) — Bn Yn — Bn 
ei re (=) (<), 
In(3) — an Yan — An (si tn(s) 


h,(s) a aussi pour limite l’unité, et 


log. Rae ) 
Jntz) = Bn— Onhn(s) 


a pour limite zéro; ainsi /,(3) aurait pour limite la constante infinie, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc, il existe un entier p a partir 
duquel les conditions énoncées sont réalisées : f(z) couvre l’un au 
moins des trois anneaux (D_,), (D,), (D,). 

On peut d’ailleurs remplacer les anneaux (D,) par des cercles 
lorsque p > 0; et par l'extérieur d’un cercle lorsque p < 0. On peut 
aussi supposer nulle l'épaisseur de (D,); on peut donc dire que : 
Étant donnée une circonférence (D, ), toute fonction f(z) qui ne couvre 
pas cette circonférence couvre au moins, soit l’intérieur d’un cercle fixe, 
soit l'extérieur d'un cercle fixe. 

Si l’on suppose que tous les anneaux ont une épaisseur nulle, on 
retrouve une extension, aux fonctions méromorphes, du théorème de 


M. Landau cité au paragraphe 5 : 


Considérons une famille, sans limite constante, de fonctions méro- 
morphes pour |z|<1 et supposons que chaque fonction soit nulle ou 
infinie pour z = 0. Toute fonction de la famille couvre l’une au moins 
de trois circonférences fixes ayant leurs centres à l'origine. 


Pour obtenir des familles de fonctions sans limite constante, on 
peut, comme pour les fonctions holomorphes, fixer les valeurs 
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de f(z) en deux points fixes : 
f(s)=a, f()=6 ba, 
ou fixer la valeur d’une dérivée en un point, par exemple 
À fla)=a,  f*(s)=a' 0; 
ou encore, adopter les conditions suivantes : 


Viol, eae pire GH o<p<t. 
151= 


16. La démonstration du paragraphe précédent est à peine modifiée 
si l’on impose à la fonction f(z) de couvrir g +1 fois l’anneau (D,) : 
le résultat demeure le même. En effet, dans le cas contraire, on défi- 
nirait une suite de fonctions g,,(z) par l'égalité 


2,(3) La 16e :) — — Bn “ an Bn 
ry ~ fa(z)- Z)—Yn * tn— Yr 


a, désignant l’affixe d’un point de (D,) qui serait couvert moins 
de g +1 fois; les fonctions g,(3) ne prennent ni la valeur zéro, ni la 
valeur infinie et prennent la valeur 1, g fois au plus. Une telle famille 
est normale, et le raisonnement se poursuit comme précédemment, 
car g,(3) tend soit vers la constante zéro, soit vers la constante 
infinie, dans toute suite partielle convergente. 

On peut donc, dans les énoncés précédents, supposer que l’anneau 
ou la circonférence (D,) est couvert plus de q fois, g étant un entier 
arbitraire. 

Supposons, en particulier, que /(s) soit univalente; alors on peut 
prendre g= 1, (D,) n’est jamais couvert plus d’une fois, donc l’un 
des anneaux (D_,) ou (D,) est certainement couvert. Nous obtenons 


ainsi une extension aux fonctions méromorphes du théorème de 
M. Keebe : 


Soit une famille, sans limite constante, des fonctions méromorphes et 
univalentes pour |3|<{1 : tl existe un nombre positif à tel que toute 
fonction de la famille couvre soit l’intérieur d’un cercle de rayon à, soit 


M, I 
l’extérieur d’un cercle de rayon x 
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Comme précédemment, il y a d’autres cas où l’anneau (D,) peut 
ètre éliminé et où il ne reste qu’une alternative entre (D,) et CDS, ya 
Je me borne à indiquer le cas où chaque fonction de la famille prend 
q fois au plus une valeur qui peut d’ailleurs varier avec la fonction. 


17. On peut également étendre, aux familles de fonctions méro- 
morphes, le théoréme de M. Valiron rappelé au paragraphe 9. Nous 
aurons, ici encore, une alternative entre deux domaines. Voici 
l’énoncé : 


Étant donnée une famille sans limite constante de fonctions méro- 
morphes dans (d), à chaque nombre positif <, inférieur à + et arbitrai- 
rement petit, correspond un nombre R(e) tel que toute fonction de la 
Jamille, ou bien couvre un cercle de rayon R(¢), à l'exception peut-être 
de points que Von peut enfermer dans un cercle vu sous l’angle ¢ du 


4 73 9 rte 5 I 
centre du premier; ou bien couvre l'extérieur d’un cercle de rayon RG) 


à l'exception peut-être de points que l’on peut enfermer dans un cercle 
vu du centre sous l'angle ¢. 


Remarquons tout de suite que le nombre R(<) convient aussi bien 
à la famille des fonctions /(z) qu'à la famille des fonctions =>: Nous 


pouvons donc toujours supposer /(s,) = 0, en remplaçant au besoin 
I . 
Sf par ÿ 
Si le nombre R(<) n’existait pas, à chaque entier x correspondrait 
: : se a I 
une fonction /,(3) de la famille qui ne couvrirait pas le cercle|Z| << = 


dans les conditions indiquées, ni le domaine | Z| > n dans ces mêmes 
conditions. Il existerait donc deux points au moins, intérieurs au 


<= tels que 


sgt (tu) 


cercle |Z 


et un point y,, non couvert et tel que |y,| > 2. 
Faisons correspondre, à la suite infinie des fonctions /,(3), la suite 
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des fonctions 
œ (gl fn(s) — Bu ) — Bu : Gn Pr Bn 
n\ CE ful3)— Yn Yu ay Yu 


Ces fonctions, ne prenant aucune des valeurs 0, 1, +, forment une 


famille normale; ona 
Bn An— Yn, 


eae a mao UN 


1 
9 


or, 
An — ee 


I 
te Bas Fs — £23 
| ae 


done 


2 
| Sul 30) |< 7° 


Les fonctions g,(3), étant bornées en un point, sont bornées dans 
l’intérieur de (d). 
On peut écrire 
fn(s)—Bn _ & On — Bn o (z\)—h,(2): 
fn(z 2) —Yn An — not ) + À : 
h,(3) a pour limite zéro puisque g,,(z) est bornée; il en est de même 
de y, 2,(3), car on peut écrire 
Yaltn( 2) = (an — Bn) &n(2). 
L'égalité 
M À di Ba — Ynhin(s) 
Fate yen cit 
montre que /,(3)aurait pour limite zéro, contrairement à l'hypothèse. 
Il est donc nécessaire que, pour nm assez grand, l’un des deux 
domaines soit recouvert dans les conditions indiquées. 
On en déduit, en particulier, que f(z) couvre toujours soit un 


I À . . » 
cercle de AE - R(e) contenant l'origine, soit l'extérieur d'un cercle 


de rayon p7-— mit i 


Si 3) n a un pôle pour aucune fonction de la famille, on voit 


(1) Pour le cas de la famille (F,), M. G. Valiron a obtenu une extension de son 
théorème dans une autre direction (oc. cit., p. 36). 
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que f(z) couvre, ou bien le cercle de Br R(e) dans les conditions 


énoncées, ou bien le cercle de rayon 5 Ke tout entier. 


18. Il serait facile d'étendre, aux familles de fonctions méro- 
morphes, les résultats obtenus pour les fonctions holomorphes au 
moins p-valentes. La marche des démonstrations serait semblable à 
celle des paragraphes précédents, en substituant aux familles normales 
des fonctions g,(z), des familles quasi-normales comme nous l'avons 
fait dans l’étude des fonctions holomorphes. Les résultats ne différe- 
ront que par l'introduction d’une alternative entre deux domaines 
couverts tandis que, pour les fonctions holomorphes, nous sommes 
conduits à des affirmations. 

Cette alternative disparaît lorsque les fonctions de la famille admet- 


tent une valeur exceptionnelle a, car la substitution de i Has = à f(s) 
ssé 


conduit à une famille de fonctions holomorphes, possédant des 
propriétés semblables, et le domaine extérieur au cercle (D_,) n’est 
certainement pas couvert. 

Remarquons enfin que les diverses hypothèses que l’on a faites sur 
les fonctions f(s) se conservent dans toute transformation homogra- 
phique à coefficients constants effectuée sur ces fonctions. 


Septembre 1927. 
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EAR ET ET A EN 


SUR LES SOLUTIONS 


DES 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 


D'ORDRE INFINI ET A COEFFICIENTS CONSTANTS 


Par M. Georces VALIRON. 


Je considérerai dans ce qui suit des équations différentielles de la 
forme 
(1) AM Sy tag +... toyM+...=0 


où les c, sont des constantes telles que la fonction génératrice 


(2) f(u)=i+eu+...+aut+..…. 
a 


soit une fonction entière satisfaisant à certaines conditions. Il est 
clair que si a est un zéro d’ordre vu. de (2), e* Q(z), où Q(z) est un 
polynome de degré u — 1, est une solution de (1), je dirai que c’est une 
solution fondamentale. Dans un remarquable Mémoire ('), J. F. Ritt 
a donné tout d’abord des propriétés générales des solutions de (1) 
lorsque la fonction génératrice est de genre zéro. Ses résultats ont été 
complétés récemment par M. Polya (*) qui a établi que, dès que (2) 
est du type minimum de l’ordre un, les solutions analytiques de (1) 
sont des fonctions holomorphes dont le domaine d'existence est convexe. 
D’autre part, en faisant l'hypothèse que (2) n’a qu’un nombre fini de 
zéros multiples et que les modules des zéros sont suffisamment régu- 
liers, M. Ritt a montré qu’une solution quelconque est développable 
en série de solutions fondamentales dans tout son domaine d'existence. 


(:) Transactions of the American Math. Soc., t. 18, 1927, p. 21-26 et 27-49, 
Annals of Math., 2° série, t. 26, 1924, p. 144. 
(2) Géttinger Nachr., 1927, p. 187-195. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JANVIER 1929. 
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Il donnait ainsi pour la première fois l’extension du théorème de 
MM. Fabry et Hadamard sur les séries de Taylor lacunaires au cas des 
séries de la forme 
2 Gaeta": 

si | ay : @&| Satisfait à une certaine condition, la frontière du domaine 
de convergence de cette série (domaine qui est convexe) est une coupure 
essentielle pour la fonction qu'elle définit. La démonstration de M. Ritt 
ne diffère d'ailleurs que par un détail de celle qui fut donnée plus 
tard d’une façon indépendante par MM. Landau et Carlson ('), mais 
la méthode de ces derniers auteurs permet cependant d’aller plus 
loin. 

Je me propose ici d'étendre les résultats de M. Ritt. Je ne suppo- 
serai plus que le nombre des zéros multiples de (2) est borné et je 
ferai des hypothèses moins restrictives sur la fonction génératrice. 
Tous les résultats de M. Ritt restent valables si l’on suppose seulement 
que f(u) est du type minimum de l’ordre un (?). Ils se modifient 
lorsque f(u) est du type moyen de l’ordre un. La méthode que je sui- 
vrai est celle de M. Ritt et je m'excuse des nombreux emprunts que 
je serai obligé de faire à son Mémoire pour rendre plus facile la lec- 
ture de ce qui suit (*). 


|. Domaine de convergence des séries de solutions fondamentales. — 
Considérons une série de la forme 


(3) Ze O,(3). 


les nombres réels ou complexes 2, et les degrés u, des poly- 
nomes Q,,(z) satisfaisant aux conditions 


logn Bn 


(4) lim = 10. lim == =o. 


N= ©œ An = oo FB 


Se a ee een 
(') Gôttinger Nachr., 1921, p. 184-188. - 
(2) J'ai signalé ce fait à M. Ritt avant la parution du Mémoire de M. Pélya. 
(3) Les équations de la forme (1) ont été considérées d’abord par Bourlet (Annales 


École Norm., 3° série, t. 14, 1897, p. 133-190), puis par F. Schürer (Verh. der 
sächs. Gesell. der W.. t. 70, 1918, p. 185-240). 
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Nous désignerons par C, le plus grand module des coefficients de Q, (3) 


et nous supposerons que les points 3 appartiennent à un cercle|:|<R, 
R>1.Ona 


(3) | Qn(2)|< (pat 1) C, RY 
tandis ‘qu’en un point z’ de la circonférence |s|—=R, |Q,(s’)| est au 


moins égal à C,. Sia,, ...,«, sont les zéros de Q,(s) intérieurs au 
cercle |z|<2R, ona 


a 
[Quls)|>|Qn(z/)| 397% [I 


1 


LA 
wa 


. 


q 
BS low OS Pan Il |? aren 
L 


D'après un théorème démontré récemment par M. H. Cartan (‘) qui 
complète un théorème de Boutroux que j'avais utilisé précédemment 
dans une recherche analogue (*), le dernier produit est supérieur à 


Pn \? 
2eR 
a l’exterieur de cercles dont la somme des rayons est au plus égale 
à o,. On aura à l'extérieur de ces cercles 


Ud 
B— A; 


= Pr Ven, 
(6) [Qn(s)|> Cu( 22 | 


Les inégalités (5) et (6) raménent l’étude de la convergence de la 
série (3) à celle de la série 


(7) EC, eh 


qui a été l’objet de travaux de MM. Ritt et Hille (*). Lorsque la pre- 
miére condition (4) est réalisée, l’étude de la convergence de (7) se 
ramène comme dans le cas des séries de Taylor, à la comparaison de 


(8) Cy jern=| 


à l'unité. R(w) désignant la partie réelle de wu, (8) est égal à 1 sur la 


(1) Comptes rendus, t. 186, 1928, p. 624-625. 

(2) Bulletin de la Soc. math., t. 54, 1926, p. 53-68. 
(*) Annals of Math., a° série, t. 26, 1924, p. 261-278. 
3 
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droite D, + 


qui est la perpendiculaire menée par le point 
log C, 


Va — 1 
CE oe 


au segment (0, v,). Désignons par à, la distance algébrique de 5 à D,, 
cette distance étant comptée positivement lorsque = se trouve du côté 
de D, qui contient le point à l'infini de la direction d’argument 


— argum. x,. On a 
C,,| ohn | = elrnlon, 


Cette égalité donne le résultat de M. Hille :si(7) converge en un point 3, 
ce point est a une distance négative ou nulle des droites D, dès que 
n> n;siun point z, est à une distance algébrique négative de valeur 
absolue au moins égale à à > des droites D, d'indice supérieur à 7, 
la série (7) converge absolument et pniformément dans tout cercle 
|3—3,[<9"<<0. Dans un tel petit cercle la série (3) converge aussi 
absolument et uniformément en vertu de (5) et de la seconde égalité (4). 
Le domaine de convergence de (7) s’il existe est le domaine convexe A 
constitué par les points z qui sont à une distance négative, de valeur 
absolue supérieure à 6(s) des droites D, d'indice supérieur à n(¢(s)). 
C'est un domaine de convergence absolue pour (3) et (7); dans tout 
domaine complètement intérieur à A la série (3) comme (7) converge 
uniformément. 

Montrons que (3) ne peut converger dans aucun domaine extérieur 
à A si A existe et quelconque si A n’existe pas. Soit A’ un domaine 
extérieur à A,A” un cercle complètement intérieur à A’. Il existe dans A” 
ou sur sa curconférence un point 3' qui est à une distance positive supé- 
rieure à à > 0 dune suite infinie de droites D,. Considérons en effet 
deux diamètres rectangulaires de A” limités aux points d’intersection 
avec la circonférence. Si le centre z de A’ ne répond pas à la question, 
il existe une suite infinie de droites D, dont la distance à = tend vers 
zéro et l’une des quatre extrémités des diamètres considérés répond 
alors à la question. On peut extraire de la suite des indices n des 
droites ainsi obtenues une autre suite dont les indices n croissent assez 
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-vite pour qu'il leur corresponde des nombres ¢, tels que la série 
formée avec ces nombres converge et que 


I 
oF en l Of Pn 


tende vers zéro. En introduisant ces nombres o, dans (6) et en tenant 
compte de ces propriétés, on voit qu’il existe un point dont la distance 


seer : I 1 : . + : 
à s'est moindre que = 6 tel que pour les indices n de la suite consi- 
dérée qui sont assez grands, n > n(c), on ait | 


[Q (3) | > Crem eal, 


€ étant pris aussi petit que l’on veut. Si en ce point z la série (3) 
convergeait, ou aurait pour ces n 
: [Qn(s)e*| <1 
et par suite 
(9) ; |Cre?ns | <elrrl 
alors que le premier membre doit être au moins égal à 
& SSI al 
ei 
Ainsi : 
I. Moyennant les conditions (4) le seul domaine de convergence de la 
série (3) est le domaine de convergence de (7). Dans ce domaine con- 


vexe la série converge absolument, elle converge uniformément dans tout 
domaine complètement intérieur à celut-ct. 


Des que la seconde condition (4) n’est plus vérifiée, les domaines 
de convergence de (3) et (7) peuvent étre différents. C’est le cas pour 


- —NS 
PE aided 


On obtient un résultat plus complet en remplacant les conditions (4) 
par la suivante 
(10) lim acta bag 


a 


On peut alors prendre dans (6) 
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et l’egalité obtenue a lieu pour toute valeur z extérieure à un ensemble E 
de mesure linéaire nulle et pour n> n(3). Si 3 est extérieur a E et 
si (3) converge en ce point, l’inégalité (9) est vérifiée en ce point si 
petit que soit ¢ pourvu que 7 soit assez grand. En s’appuyant sur ce 
lemme : 


IL. St la première condition (4) est vérifiée, st (7) possède un domaine 
de convergence A et si Vinégalité (9) est réalisée en un point 3 pour tout 
£ positif dès que n> n(e), 3 appartient à A ou à sa frontière, 
on obtient alors cette proposition qui généralise celle que j'avais donnée 
dans le Mémoire cité plus haut dans le cas des À, réels et positifs. 


III. Sc la condition (10) est vérifiée et si (7) possède un domaine de 
convergence A, la série (3) ne peut converger en dehors de À et de sa fron- 
tière qu’en les points d’un ensemble de mesure linéaire nulle. 


On démontre le lemme IT en considérant un triangle formé par z et 
par deux points de A. Un point intérieur à ce triangle est à une dis- 
tance négative, de valeur absolue supérieure à un nombre ©, des 
droites D, sauf d’un nombre fini d’entre elles. 

Le lemme IT se généralise au cas où l’inégalité (9) est remplacée 
par FRE 

[Cent] << elhntik +9 
et où le domaine de convergence est limité par une courbe possédant 
en chaque point une tangente orientée; alors la distance de 3 à cette 
courbe est au plus égale à K. 


2. Sur quelques propriétés des fonctions entières. — Étant donnée | 
une fonction entière (2), on dit avec M. Lindelôf que la fonction est 
du type minimum de l'ordre un lorsque, si petit que soit le nombre 
positif e, on a, à partir d’une valeur de | wv le 


|f (u)|<estt, 


La fonction est dite du type moyen de l'ordre un lorsqu'il existe un 
nombre positif y tel que, a partir d’une valeur de |u|, 


If (u)|<ervin, 


Nous désignerons par I la borne inférieure des nombres y jouissant 
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de cette propriété; lorsque la fonction est du type minimum est nul. 
On sait que l’on a, à partir d’une valeur n > n(e), si petit que soit ¢, 


| (I+ se LL 
(11) [él < a <T+e) =. 


hv 


. 


Supposons que f(u) ait une infinité de zéros et soient a,, dy, ... 
ces zeros rangés par ordre de modules non décroissants, chaque zéro 
étant inscrit un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité. Si fu) 
est de genreoou un, ona . 

nl 
(12) f (2) == lim ebm ] ! (1 =) 
it = 2 = An 
1 
en posant 


We 


I 
Oa Oat == 
an 
1 


M. Lindelôf a donné la condition pour que JAu) soit du type 
minimum ou moyen : il faut et il suffit que 8,, et — 7! tendent vers zéro 


pour que la fonction soit du type minimum, que ces quantités soient 
bornées pour que la fonction soit du type moyen ('). Nous poserons 


B = Je | 8m]. 


n= 


Lorsque 3 est nul, donc en particulier dans le cas du type minimum, 
on peut supprimer le facteur exponentiel dans le second membre 
de (12); lorsque 8, a une limite, on peut le remplacer par cette limite 


dans (12). 
Nous désignerons par 
(13) SF (U3 Pas Pas +: Pa) 


la fonction entière obtenue en divisant /(u) par le polynome 


u uw 
PAU D. ssp) =(1— =) et (:- 2 


construit avec des zéros de f(u), chacun figurant un nombre de fois 
EE a ee Ie ee 
(1) Annales de l'École Norm., 3° série, t. 22, 1905, p. 369-395. 
3% 
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au plus égal a son ordre de multiplicité. En se reportant au Mémoire 
cité de M. Lindelôf, on établira aisément la proposition suivante : 


IV. On a uniformément pour |u| > u(e), si petit que soit le nombre 

positif €, 
| If (U5 Pur ++ +s pn)|<er+o ut, 

D étant au plus égal au plus grand des nombres $ et K'T, K’ étant compris 
entre unet une constante absolue (D est nul dans le cas du type 
minimum ). 

Les coefficients du type taylorien de (13) vérifieront donc des inéga- 
lités analogues à (11) mais où I sera remplacé par D. Il en est de 
même pour la différence 


V(u) =f (us 1...,m) — eBmu — eBmn | W (uw) — 1] 
où l’on pose | 


Supposons que 


(14) 2[u[<]am|, 
on aura 

ie — log (1+ x) = ae “{; \OnJ<1, 
donc 

log W (uv) = 8(u) |u|? Le \O(u)|<1. 


En se reportant encore au Mémoire de M. Lindelôf on établira que 


Le oat 


H étant fini, ce qui montre que le module de W(w) — 1 est inférieur à 
sgt he 


tant que |u| vérifie la condition (14) et que m est assez grand. Par 
suite, e’ étant arbitrairement petit, ona 


|W (u) —if<etl 1 


\ 
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si H|w|est inférieur à e’|a,,|. On déduit de là et des inégalités de 
Cauchy une limitation du module des coefficients d, du développe- 
ment de W(u)—1:1:ona 


2 ‘yn 
Idul<e"(S)"< pats 


n! 


pour n=1, 2,..., n’ si grand que soit n’ pourvu que m>m(n’). Il 
s'ensuit cette proposition qui précise la façon dont V(w) tend vers 
zéro lorsque m croit indéfiniment. 


V. Si l’on pose 
far, mm Var 
L 
ona 


Jdn|n!<e(B +26)" si n<n’, 
|d,|n!<(D-+ «)” an 2 n', 


st grand que soit n' et si petit que soit e pourvu que m soit assez grand. 


On peut de même préciser les conditions dans lesquelles le second 
membre de (12) converge vers le premier membre. Il est clair que les 
P premiers coefficients du second membre de (12) tendent vers ceux 
de f(x) si p est fixe et si m croit indéfiniment; d’autre part les coefti- 
cients de rang supérieur à 7 sont toujours bornés de la même manière. 
D’une facon générale : 


VI. Les coefficients de la fonction 


1 1 
fu) — ebm tint time |p (US SP Jy Mire ees mq)= > du 
1 
verifient les inégalités 
MERE Sl Teer, 
(dy) mise (D ee nn, 


st grand que soit n' et st petit que soit € pourvu que m soit asses grand 
(on suppose les m; supérieurs à mn). 


3. Minimum du module de certaines fonctions entiéres en certains 
points. — Supposons que la suite a, des séries de (2) vérifie en outre 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — FÉVRIER 1929. 3 
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la condition suivante : a, étant supposé d’ordre y.,_ 


An = Any eee SH An + py, 1: 


(15) |4n+ tn |—|@n| > Bo 


u,, étant le plus grand des ordres de multiplicité de a, et a,,,, et © un 
nombre positif. Soit alors 


; ‘ ue kd 
F,(u) = | i (1-5 unt xn ). 


Le module de la valeur de cette fonction au point a, est supérieur ou 
égal au module au point |a,|= A, de la fonction dont les zéros A, 


vérifient la condition 
Aps- —A,>. 
VII. Ona 
[Fn(an)| > e—(=+k (7 | 


st petit que soit € pourvu que n soit asses grand. K est une constante 
. ' : , x A - m , , 
indépendante de n égale à séro si — tend vers zéro et au plus égale dans 


Am 


tous les cas au produit de TV par une constante dépendant de w ('). 


Considérons d’autre part les valeurs au méme point a, de la dérivée 
logarithmique de F,,(w) et de ses dérivées. On a 


RG) oR She, 
F(a) ue A} 


donc 
LA 
L CL) 1 > SAUT “aT |ay| 
(16) à < 2|4 > era ou - Sey eS 
|< | 12 [A?— A?) — in| op UE 
1 ! 
De même 


F(a.) | 1 1 

" i n #4 ! 

(ary ead, A tam | 
a n\ An)_ (An és Gp) 7 (An + Cp ye 


ce qui donne 
x Falta) | 9 
$ Fata), à 3 67+! 


mm 


(1) C'est un cas particulier du théorème de M. Hadamard sur le minimum du 


module. Une démonstration très simple est donnée par MM. Landau et Carlson dans 
le Mémoire cité. | 
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IF, 


4. Propriétés générales des solutions analytiques de (1). — Nous con- 
sidérerons d’abord uniquement les solutions analytiques de (1) et 
reviendrons ensuite au n°9 sur les solutions non analytiques. Nous 
dirons qu'une fonction analytique g(z) est solution (de (1) dans un 
domaine A où elle est holomorphe lorsque le premier membre de (1) 
converge en tout point de A quand on y remplace y par g(z) et a une 
somme nulle. Les inégalités de Cauchy relatives aux dérivées d’une 
fonction holomorphe jointes aux inégalités (11) montrent que : 


VIIL. Sc &(3) est holomorphe pour |z— z,|<T+h, h> 0, la trans- 


mutation 
A(g)= 8() AS On Sole) sos 


a un sens et définit une fonction holomorphe pour |3—~3)|<h('). 


En outre, si g(s) est holomorphe et de module moindre que M pour 
js—3,|<F+h+/7’, A(g) a son module inférieur à M6(#') dans 
le cercle |s—s,|</, 0(h’) ne dépendant que de h’ et de f(z) et non 
pas de g(=). Donc : 

IX. St une suite de fonctions holomorphes g(2; p), P=1, 25 +++; 
converge uniformément vers g(3) dans le cercle|s — :,|<T +h, la suite 
des fonctions A(e(z ; P) ) converge unt formément vers A(¢(s)) dans le 
cercle |z — 3,|<h. 

La présence du nombre [ dans ces énoncés n'est pas due à la 


méthode. Si les c, vérifient non seulement les conditions (11) mais les 
conditions de régularité 


1 
(18) fina tc, [= T, 


la convergence de (1) dans un domaine A nécessite que g(s) soit holo- 
morphe dans tout cercle de rayon I’ ayant pour centre un point de A. 


(1) La transmutation A(y) rentre d'ailleurs dans la catégorie considérée par 
M. Pélya (Bull. Soc. math., t. 52, 1924, p. 519-532). 
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La proposition VIII donne de suite la suivante :. 


X. Si une foncuon g(z) vérifie (1) dans une portion A de son domaine 
d'existence ®, elle vérifie encore (1) en tout point de @ qui peut étre 
joint à un point A par un chemin dont chaque point est centre d’un cercle 
de rayon supérieur à TV dans lequel g(z) est holomorphe ('). 


Dans le cas où /(u) est du type minimum le domaine de valabilité 
d'une solution coincide avec son domaine d’existence, une fonction 
analytique ne peut fournir qu’une seule solution. Dans le cas du type 
moyen nous venons de voir que le domaine de valabilité peut étre plus 
petit que le domaine d’existence de cette solution. En outre, une 
méme fonction analytique peut fournir plusieurs solutions. Soit 
l'équation 
(19) yay ++ I"... 0, 
dont les solutions se déduisent de fonctions périodiques : si (=) est 
périodique, de période un, dans une bande parallèle à l'axe réel et 
d'épaisseur supérieure à 2, sa dérivée est solution de (19) dans le 
domaine restreint constitué par les points de la bande qui sont à une 
distance supérieure à 1 des points singuliers de #(3). On obtient ainsi 
toutes les solutions de (19). Une fonction de la forme 


S 1 


k'(3) ee» séc*(m5 + Id,) 


fournit s+ 1 solutions différentes si les différences des d, deux à 
deux sont assez grandes. 
Convenons de désigner par 


PTS Pov peer Pals BOY EDIT. ce Pad 


les transmutations analogues au premier membre de (1) dont les 
fonctions génératrices sont respectivement 


TCG IMPR DEN LPC aaa...) Bal 
mm tt À ppm ene ae ee 


(1) Cette proposition énoncée par M. Ritt dans le cas du genre zéro rentre dans 
celle énoncée par M. Polya dans le Mémoire qui vient d’être cité. 
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L’équation 
Bin inst) = 
est une équation d’ordre fini à coefficients constants dont les solutions 


sont bien connues. En utilisant la proposition VIII et les développe- 
ments en série on voit que : 


XI. Pourvu que g(3) soit holomorphe Rp [5 —2|<T +, ona 
dans le cercle|z—z,|<h 


(20) A(g) — = B[A(g "> Ps ts Dh es Pad 
eR BGG 8 Pas Pasiorny. Pals 


Cette proposition permet de ramener le cas où la fonction (2) n’a 
qu’un nombre fini de zéros au cas d’une équation d’ordre fini qui se 
traite de suite ('). Nous supposerons dorénavant que /(u) a une infi- 
nité de zéros. 

Les propositions V et VI entrainent aussi Ja suivante dans laquelle 
B, peut être remplacée pas sa limite si cette limite existe. 


XII. g(s) étant holomorphe pour | z—3,|<(D +h, h>o, et € arbi- 
traire, ona 
(21) |A[g(2); 1, 2,...,m]—ge(s+Bm)|<e, 


++ 


I I 
(22) ALI —B| ¢ 2 +6, + Bo: ) Poe PIL LI gaciia m, || <« 
Am, Qing, 4 


pour|z—2,|<h<h et m>N(g, ¢). 


Considérons une courbe fermée sur laquelle une solution g(z) 
de (1) est holomorphe autour de chaque point dans un cercle de 
rayon D + 8 au moins. Le point s — B,, décrit aussi une courbe fermée 
et ¢(s — 8,,) est encore solution; donc, d’après (20), 


ALg(s oe nile En LA 


est une fonction uniforme et en vertu de (21) les valeurs de g(=) 
lorsque le point = décrit la courbe fermée donnée et revient au point 


——————_—_—_—__—_——————————————…—…—…——_…—…—…—…——…" …" —..— — .—.…—————— 


(1) Le raisonnement de Bourlet sur ce point se complète aisément, 
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de départ différent de moins de <; elles sont égales puisque € est arbi- 
traire. On généralise ainsi le théorème de M. Ritt : 


XIII. Nous supposons que la fonction génératrice est au plus du type 
moyen de l'ordre un. Il existe un nombre Q au plus égal à D + Btel que, 
si g(s) est solution de (1) autour de z, et si A est le domaine formé 
par les points qui peuvent être joints à 3, par une ligne dont chaque 
point est centre d'un cercle de rayon Q dans lequel la branche de g(3) 
issue de 3, est holomorphe, g(z) est holomorphe dans tout A. 


Dans le cas du type minimum Q est nul et l’on retrouve le premier 
résultat de M. Ritt complété par M. Polya. Lorsque la condition (18) 
est réalisée, Q est au moins égal à F. Si la fonction f(z) est une fone- 
tion paire à zéros alignés l'inégalité donnée dans le théorème IV se 
précise, D y est remplacé par T et d'autre part 3 est nul, Q est au plus 
égal à F. Q est donc égal aT si cette condition est vérifiée et si (18) a 
licu pour les 7 pairs. Il importerait dans le cas général de remplacer Q 
par le plus petit nombre possible. 


». Propriétés des solutions déduites du développement en série de solu- 


tions fondamentales. — Supposons que g(s) soit une solution holo- 
morphe pour! = — 2, D + 3+ 4. appartenant au cercle|z—=,|<h 


on peut appliquer (21) au point 3 -- 3,,, ona 


gs) lim A[g(s — Bu); 50 .., nl 


MZ %x 
et d’après (20) le second membre est solution de 
BUY 3 by Dyes Meet 
c'est-à-dire est une somme de termes de la forme 


( a3) ; al Qu \ =). 


Q,(z) étant un polvnome dont le degré est l'ordre de multiplicité de 
la racine a, de f(u) diminué d'une unité. Comme une suite de telles 
fonctions entières converge nécessairement dans un domaine simple- 
ment connexe, le théorème XII se complète comme suit : 


NIV. Le domaine À défini dans l'énoncé XII est simplement connexe 
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et dans ce domaine la solution envisagée est la somme d'une série unt for- 
mement convergente dont les termes sont des sommes de solutions fonda- 
mentales (23). 


Le cas le plus simple est celui où la solution peut être représentée 
par la somme d’une série simple 


AZ i nek 
(24) Den Ont Sh. | 


Mais ce n’est pas le cas général. Il peut se faire qu'une série (24) ne 
converge en aucun point, mais qu’un simple groupement de termes la 
rende convergente. C'est le cas pour 


+ nd : ary 
y Cet” +07: a EN 


gn 
= ), 


(pere 
qui représente une fonction entire solution d'une équation (1) facile 
à former. Le cas le plus simple lorsqu'un développement (24) est 
impossible serait sans doute celui où un groupement d’un nombre 
borné de termes assurerait la convergence. Quoi qu’il en soit ceci 
montre l'intérêt des propriétés données ci-dessus et de la proposition 
précise de M. Polya donnée dans l'introduction qui s'appliquent à la 
famille des fonctions solutions d'équations (1) indépendamment de la 
possibilité de les représenter par des séries simples. Ces propriétés 
appartiendront évidemment à la somme des séries de la forme (24) 
dès que leur domaine de convergence contiendra un cercle de ravon F. 

Supposons maintenant qu'une solution g(z) soit donnée par la 
somme d’une série (24) dans un cercle li 0,.la 
série étant uniformément convergente dans ce cercle. Le caleul des 
coefficients des polynomes Q,(=) se fait en généralisant la méthode 
de M. Ritt. La fonction 


~ ae’ 0 


ik ls CA O, =) 


est solution de 


(29) ANUS Tid os JE a — 1) 0 (Gea pi, (ieee = ney, yr 


Eesti Pour simplifier l'écriture, écrivons 


~ 


tout au moins pour 
a, u, Q au lieu de a,, 4, Q, et appelons C(y) le premier membre de 
(25) et B( wz) sa fonction génératricc. La fonction 


(26) : ota Cree) 
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et ses dérivées vérifient C(y) = 0. En éliminant Q, Q’, .:., Q/" (') 
entre (26) et ses j premières dérivées, on voit que 


gi—jagi + Cpatgit+...+- (—1)/aig — ev Q! 
ést solution de C(y) = o. D'ailleurs 
Clei—...+(—1V al g]=(— 1) a/ A( gj ny n+, ...,R+R—-J—1) 


Cle Qi) = er [ B(a)Y+ O(a) QM. SE wt qe, 


Q et ses dérivées vérifient donc le système d’équations 


se in I + ee Le 
(27) ee [æ(e)Q" +... + face fat tins i-)(a) Qu | 
—=(—1Va/A(gj;n,n+1,...,n2+p—J—}1) 
PC CNE eee ES NT 


La dernière de ces équations (j = # +1) donne le terme de plus 
haut degré de Q(z), la précédente donne le terme précédent, et ainsi 
de suite. Il suffit d’ailleurs que g(s) soit holomorphe dans le cercle 
|s —3,|<+A,h>0, pour que ce calcul soit possible. A toute 
solution de (1) holomorphe dans un tel cercle correspond une suite de 
polynomes Q,(z) attachés à ce cercle et aux 3éros a, de f(u). Nous les 
appellerons les polynomes de Dirichlet de g(z) [Dans le cas où f(u) n’a 
qu’un nombre fini de zéros multiples, on a des coefficients de Dirichlet]. 

Une fonction (24) uniformément convergente dans un domaine 
contenant un cercle de rayon I admet ses propres polynomes coeffi- 
cients pour polynomes de Dirichlet, elle ne peut représenter zéro st tous 
ses polynomes coe f ficients ne sont pas nuls. 

Supposons que deux solutions holomorphes dans un méme cercle 
[s—3,|<D+h, h>o, aient les mêmes polynomes de Dirichlet 
dans le cercle | 3 — 3,| <<. Leur différence G(z) a des polynomes de 
Dirichlet identiquement nuls. Les conditions (27) montrent alors que 
l'on a pour |: — s,|< het pour tout nr 


A(G;n.n+r, path LHbn—1)=O: 


(1) Dans les formules jusqu’à (27) les indices supérieurs de g, Q, ® sont des indices 
de dérivation, 
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Alors, eu égard à (20), la fonction 
AUÉ Bos, 7 + Pn—1, m', 2.2, WR! +A py —1) 


vérifie deux équations linéaires d’ordre fini sans solutions communes, 
elle est identiquement nulle; en opérant ainsi de proche en proche on 
voit que, quel que soit n, 

AUG? £52; 5.09 BS O. 
On peut alors appliquer (21), ce qui donne cette proposition : 


XV. Deux solutions qui sont ala fois holomorphes pour|z — 3,| <D +, 
h> o, et ont mêmes polynomes de Dirichlet dans ce cercle sont identiques. 


Il s'ensuit que, dès que la série (24) formée avec les polynomes de 
Dirichlet d’une solution g(z) valable autour de z,, et holomorphe 
pour |z — z,|<_D +A, converge uniformément dans ce cercle, elle y 
donne le développement de la fonction g(z). En se reportant à l’étude 
de la convergence de ces séries faite au n° 1 et en remarquant que, 
dans le cas du type minimum les conditions (4) sont toujours vérifiées 
(puisque l’ordre d’un zéro est moindre que le plus grand de ses 
indices et que 7 : a, tend vers zéro) on voit que : 


a) : eee 

XVI. Dans le cas du type minimum, pour qu'une solution soit dévelop- 
pable en série de solutions fondamentales dans une portion de son domaine 
d'existence, il faut et il suf fit que la série 


(28) Zletr Q,(z)| 


formée avec les polynomes de Dirichlet de cette solution converge dans 
cette portion. 

Si la fonction est du type moyen et si in: a,,,, tend vers zéro, pour 
qu'une solution valable autour de 3, et holomorphe pour |: — :,| <D+h 
soit développable pour |s — 3,|< h, il suffit que la série] (28) [corres- 
pondant à ses polynomes de Dirichlet converge dans le prenuer de ces 
cercles. 


6. Sur la divisibilité. — Considérons deux transmutations A(y) 
et A,(y) de fonctions génératrices f(u) et f(u,) et désignons par 
(AA, )(y) la transmutation dont la fonction génératrice est le pro- 
duit f(w)/,(w). Nous appellerons I, le nombre analogue à I et relatif 


Ann, fe, Norm,, (3), XLVI, — FÉVRIER 1929. 6 
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à f,(w). Si g(z) est holomorphe pour [2—:,|<T +1 +h, h>0, 
on a uniformément pour |3—7)|<l,+h 

A(g)=lim[ g+c,9'+..-+ ng") 


En appliquant la transmutation A, aux deux membres, on voit que 
dans le cercle de rayon h, A,[A(g)]= (AA, )(g), done : 


XVII. Si g(s) est solution de A(y)=0 autour de 3, et est holo- 
morphe pour |3 — 25|<U+V,+h, g est solution de (AA, )(y)=0 
lorsque |z — :,] <h. 


L’inégalité (22) donnerait une autre démonstration, mais un résultat 
moins précis. Lorsque l'équation est du type minimum elle admet toutes 
les solutions des équations du tvpe minimum dont les génératrices 
sont les diviseurs de /(w). Dans le cas du type moyen l'énoncé préce- 
dent apporte quelques restrictions. Il est d’ailleurs clair que lorsque 
la condition (18) est vérifiée, une solution d’un diviseur appartenant 
au type minimum ne peut convenir partout si son domaine d'existence 
est borné et ne convient nulle part si ce domaine est trop petit, ce qui 
est réalisable comme on le verra au n° 7. 

Lorsque deux fonctions génératrices ont des zéros communs les 
équations correspondantes ont des solutions communes. Ces solutions 
communes proviennent-elles uniquement des zéros communs? En 
d'autres termes, deux équations dont les génératrices n'ont pas de 
zéros communs peuvent-elles avoir des solutions communes? 

Placons-nous dans les conditions du théorème XVII et montrons 
que : 


NVIIT. Les polynomes de Dirichlet de la solution g(z) considérée 
conune solution de A(y) = 0 où comme solution de (AA, )(y) = 0 sont 
les memes. 


Les formules (27) donnent en effet ces polynomes dans le premier 
as. Sig (s) est considéré comme solution de l'équation composée, on 
voit de suite que les polynomes correspondant aux zéros de f,(u) [qui 
ne sont pas zéros de /(u)] sont nuls. D'autre part les deux membres 
des égalités (27) restent égaux lorsqu'on leur applique la transmuta- 
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tion A,(y). Or on obtient ainsi dans le premier membre 


ens MANO +. LOC) file) |, 
c’est-à-dire que les équations deviennent celles déterminant les poly- 
nomes’ de Dirichlet de l'équation Éopaposée: Ceci démontre la propo- 
sition. 

Considérons ators deux équations A, A, admettant les solutions 8 
et g, et supposons pour simplifier qu’elles soient du type minimum. 
La différence g — g, est solution de (AA,)(y) — 0 et la suite de ses 
polynomes de Dirichlet est constituée par les suites des polynomes de 
g et — g, relatifs aux équations A et A,. Si g et g, coincident, elles 
ont donc mémes polynomes de Dirichlet et ces polynomes ne sont pas 
tous nuls d’après ce qui a été dit plus haut. Les deux fonctions f(z) 
et f,(w) ont donc des zéros communs et seuls ces zéros communs 
fournissent des polynomes de Dirichlet non nuls pour les solutions 
communes. D’après (27) les solutions communes à A et A, sont les solu- 
tions de l’équation dont la fonction génératrice est le plus grand commun 


diviseur de f(u) et f,(u). 


7. Cas des équations régulières. Propriétés des séries correspondantes. 
— Nous supposerons ici que les zéros de la fonction génératrice 
vérifient la condition (15). En suivant ce qui a été fait par M. Ritt 
nous introduirons l'équation 
(29) (ANT CH 0 
avec 

f(u)=fl(—u). 
. 2 . dt \ Yn 
— é I — — rs le pro- 
Le quotient de f(u)f(— u) par le binome ( oa est alo P 
duit de la fonction F,(«) du n° 3 par 


TES 
EAU 
On pourra appliquer la proposition VII et les inégalités (16) et (17) à 
la fonction ®(a) figurant dans EP inégalités (a9) correspondant a 


O(a). 
D(a) 


cette fonction et aux dérivées de 
4 
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Soit g(s) une solution de (1) valable autour de 3, et holomorphe 
dans le cercle |z — s,|< 2D + A; ses polynomes de Dirichlet peuvent 
étre calculés en considérant cette fonction comme solution de (29). 
Nous allons montrer que, moyennant certaines conditions, la série (28) 
correspondante converge dans un cercle |s — :,| << h. Dans ce 
cercle les fonctions 


(AA,)(gsn,n+1,...,n+u—J7]—1) 


sont uniformément bornées. D'autre part, en tirant Q(z) des éga- 
lités (27), on obtient 


j=p— 
ee) => Len - A(7)(AA,) (85 2, -..,2 + B—J—1); 
J=V 


A(/) désignant le déterminant 


D'(a) -@"(a) D'(a) 
J 
Pa) d'a) a. — @'/—'\(a) 
, (j—1)! 
0 Dia) iol -D(a) 
MER 
0 oO he P'( a) 


dont les éléments d’une parallèle à la diagonale principale sont tous 
égaux. Ce déterminant A(j) contient 2/-' termes non nuls qui sont 


de la forme 
Pia} O(a... [ol 
J} 
avec 
pt... +=), A+ pt...tv=/. 
On a donc 
A(/) =Y +  D'(a)lr Da) |" 
D(a) dt | Oa) | LT O(a) | 
Un facteur de ce produit s’exprime au moyen de ¢(a) = oct et de 
a 
ses dérivées, on a | 
O(a) ‘ 
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avec 
bute Olona. ot jte), 


et le & contenant moins de j! termes. Appliquons les inégalités 
déduites de (16) et (17). Nous obtenons 


| A(/) 


Say te 


B étant le quotient d’une constante absolue par w?. Il suit de la et du 
théorème VII que 
| eins Q,(2) | age e(K+4) lant ( By,| An j2 Jr, 


On sait que 1, : | a, | est borné, si donc on suppose que 


(30) lim es == Oy 
on aura l’inégalité 

| elins OX 3) | a e +5) Jian | 
valable dans le cercle |s — s,|< Asi petit que soit « pourvu que n soit 
assez grand. K est la constante figurant dans l’énoncé VII. La condi- 
tion (30) implique la condition (10) du n° 1 et par suite pour tous les 
points du cercle sauf peut-être ceux d’un ensemble de mesure linéaire 


nulle, on a aussi 


| ens Ci | = eka) au, 


Cette inégalité a lieu partout dans le cercle considéré puisque le pre- 
mier membre est holomorphe. 

Supposons d’abord que f(u) soit du tvpe minimum; K est nul. Les 
distances positives de tout point 3 du cercle aux droites D, du n° | 
restent inférieures a n des que n est assez grand. Considérons trois 
points du cercle et les petits cercles de rayon 2% avant pour centres 
ces trois points. Les tangentes communes à ces petits cercles paral- 
lèles aux côtés du triangle des trois points déterminent un petit 
triangle intérieur au premier dont tous les points sont à des distances 
négatives au moins égales en valeur absolue à 7 de toutes les droites D, 
sauf un nombre fini d’entre elles. La série (28) converge donc dans ce 
triangle et par suite dans le cercle considéré, ce qui permet d’énoncer 


ce résultat : 


XIX. St f(u) est du type nunimum et si les a, et u., vérfient les condt- 
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tions (15) et (30) toute solution de (1) est dé ‘eloppable en série de solu- 
tions fondamentales dans tout son domaine d'existence qui est convexe. 

Moyennant ces conditions imposées aux a, Ct Yn une série (2) admet 
la frontière de son domaine de convergence comme ligne singulière. 


La seconde partie de l'énoncé complète un résultat que | ’avais 
donné précédemment ('). 

Dans le cas du type moyen, les considérations précédentes s’ap- 
pliquent avec quelques modifications. On prendra dans le cercle 
|3 — 5,| <A trois points formant un triangle équilatéral et l’on entou- 
rera les sommets de cercles de rayon supérieur à K. I] est nécessaire 
que / soit supérieur à 2K, il faudra d’autre part appliquer la proposi- 
tion XVI. On obtient ainsi cette proposition : 


XX. St f(u) est du type moyen et si les a, et hi, vérifient les condi- 
uons (15) et (30), il existe un nombre Q! au plus égal à 5D + 2K tel 
que : : 


1° Toute solution de (1) valable autour de 3, et holomorphe pour 
|s~s,|<Q'’+ h est développable en série de solutions fondamentales 
dans le cercle| 3 — 3,|<h; 

2° Le domaine de convergence de la série obtenue contient tous les points 
qui peuvent étre joints à 3, par une ligne dont chaque point est centre 
d'un cercle de rayon supérieur à Q' dans lequel la solution prolongee le 
long de la ligne est encore holomorphe. 


En ce qui concerne les singularités de fonctions définies par les 


séries (24) on a la proposition suivante qui comprend un théorème de 
M. Ostrowski (?) : 


XXI. St une série (24) possède un domaine dé convergence et si les a, 
et pb, satisfont aux conditions (15) et (30), la somme de la série ne peut 
être holomorphe dans un cercle de rayon supérieur à Q' si le cercle concen- 
trique de rayon I est intérieur au domaine de convergence, la cércon fé- 
rence de ce cercle étant tangente à la frontière du domaine. 
qq 

(1) Comptes rendus, t. 184, 1925, p. 763-765. 


(=) Sitzb. der preus. Akad. der W., 1923, P. 39-44. Voir aussi à ce sujet le 
Mémoire de M. Pélya qui suit celui-ci dans ce recueil. 
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Le théorème XIX justifie ce qui a été dit au n° 6. La forme du 
domaine de convergence des séries (24) est conditionnée dans une 
certaine mesure par l’ensemble E limite des arguments réduits des 
nombres a,. C’est une conséquence du n° 1. On peut prendre une 
suite de fonctions fondamentales telle que E ne contienne qu’un 
nombre fini s de points. Les domaines de convergence sont alors des 
polygones convexes de s côtés au plus (certains des côtés pouvant 
aller à linfini) dont les directions des perpendiculaires aux côtés 
dirigées vers l’intérieur sont connues. Tout polygone satisfaisant à 
cette condition est le domaine d'existence de solutions faciles à former. 
On pourra obtenir des solutions dont le domaine d'existence sera un 
triangle aussi petit que l'on voudra. 

Lorsque E renfermera une infinité de points on aura d’autres formes 
de domaines. Si E est dense entre o-et 27, on pourra obtenir un 
domaine limité par une courbe convexe F donnée. On choisit les C, 
pour que le lieu des points limites des points v, du n° 1 soit la podaire 
de F par rapport à l'origine. 


8. Solutions entières. — Les fonctions entières, solutions d’une 
équation (1) sont au moins du type moyen de l’ordre un. Ce résultat 
donné par M. Schürer dans le Mémoire cité dans l'Introduction peut 
aussi s'établir et se compléter de la façon suivante dans le cas ici 
envisagé : 

Soient M(7)le maximum dumodule de la fonction entière g(z) pour 
|s| =r, M(r; p) le maximum du module de sa dérivée d'ordre p. Sup- 
posons que l’on ait 
Lig OMR TT | 


= 


(31) lim 


r= F 


r 


D’après le théorème de M. Hadamard sur la convexité, on a 


a 
dr 
log M( 7) == u(r) = 4- I, 


X 
u(æ) ne décroissant pas. On en déduit que logM(r) étant inférieur 
à 5Er dans une suite d’intervalles r,, 4r, [en vertu de (31)], u(r) est 
inférieur à E,r dans les intervalles 27,, 4r,, E, étant aussi fini et il 


s'ensuit que | 
log Mr + h)<logM(r)+AhE,, 


L # 
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pourvu que ret r+ À appartiennent à un mème intervalle. Les inéga- 
lités de Cauchy donnent alors 


M h yy eee 
(32) M(r; p)<p! ba Ad, <M(ryE etm, 


cette inégalité étant valable lorsque r appartient aux intervalles 27,, 
3r, et h pouvant être pris fixe mais arbitrairement grand. Supposons 
maintenant que g(3) soit solution de (1), la fonction génératrice qui 
est au plus du type moyen ne s’annulant pas pour |u|<U. Pour|u|<U, 


ona 
(33) DE SD lol ere, 
m+1 


pourvu que h puis m soient pris assez grands. Pour n<m et z choisi 


de façon que |g(z)|=M(r), on a 


g"(3) snes | Ji (1 + En), 


g(<) 


€, pouvant être pris aussi petit que l’on veut dès que r est assez grand 
et extérieur à certains intervalles exceptionnels (‘). Les intervalles 
exceptionnels appartenant à un intervalle 27,, 3r, ont une longueur 
totale infiniment petite par rapport à r,. N(r) est le rang du terme 
maximum de la série g(z) et l’on a encore dans les intervalles 27,, 


37, N(r) << rE,. Alors g(s) étant solution de (1), on a dans ces 
intervalles 


nm 


Dela fors 


1 


LS: ot el, 


m+ 


et l’on peut supprimer les <, dans le premier membre à condition de 
multiplier le second membre par 2, pourvu que r soit assez grand. 
Pour que l’on ne soit pas en contradiction avec (33), il faut que 


N(r)>Ur 


Cette inégalité aura lieu dans chacun des intervalles 27,, 3r, à condi- 


eee 


(*) Lectures on the general Theory of integral Functions. 


— 


ASE 


SUR LES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 49 


tion de multiplier le second membre par un facteur tendant vers un, et 
comme 


log M(r) > f N(x) &, 
on voit que : ; 
XXII. Lorsque (2) est au plus du type moyen de l’ordre un, on a 


pour toute fonction entiére vérifiant (1) 


lim 


r=0 


be Me 


Pour une solution entière qui est au plus du type moyen de l'ordre un, 


ona 
ir PEM) v 


En employant l'égalité (20) on déduit de ce dernier résultat que 
toute solution entière du type moyen de l’ordre un est une combi- 
naison d’un nombre fini de solutions fondamentales, proposition due 
à M. Schürer. 

Il existe d’autre part des solutions entières d’ordre aussi grand que 
l’on veut. On peut en effet extraire de la suite des a, une autre suite 
dont les arguments réduits ont une limite qu'il est loisible de supposer 
nulle (en changeant z en sz) et dont les modules ont des différences 
supérieures à 1. Si a, est égal à A(n)+1B(n), la série 


gz) = PE, ete" (Gy 0) 


a son module maximum pour | 3| =7 compris entre 


ZCnenr et EC e"liremr, 


les sommations étant étendues à une même suite d’entiers m, et <,, 
tendant vers zéro. On peut choisir les C,, pour que la fonction 


z= Cn ga 


soit à croissance aussi rapide et aussi irrégulière que l’on veut. 
Notons que, dès que les a, et x, satisfont aux conditions (15) et 
(30), les fonctions entières solutions sont développables en série (24) 

convergente dans tout le plan. 
Ann, Ee. Norm., (3), XLVI. — FEVRIER 1929. 
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9. Solutions non analytiques. — Dans le cas des fonctions du type 
moyen dont les coefficients vérifient les conditions (18), la convergence 
de la série (1) implique que les dérivées vérifient les inégalités 


| -tver t 5 
(5 -) in [an > n(s)]. 


J] suffit que ces conditions soient vérifiées uniformément sur un seg- 
ment pour que y(z) soit analytique dans un domaine contenant ce 
segment. Il n’existe pas de fonctions non analytiques mais quasi 
analytiques sur un segment auxquelles s’applique la transmutation (1) 
puisque la donnée en un point des dérivées vérifiant les inégalités 
précédentes ne peut définir qu’une fonction analytique. Il semble donc 
possible que, tout au moins pour les équations les plus régulières qui 
sont effectivement du type moyen, toute solution soit analytique. 

I] n’en est plus de même dans le cas du type minimum. La conver- 
gence de (1) n’entraine plus de condition analogue à celle relative à 
V’analyticité, ni mème à celles relatives à la quasi-analyticité si le, | 
est le terme général d’une série convergente. Nous supposerons la 
variable s = x réelle et nous formerons des solutions non analytiques 
au moyen de séries de solutions fondamentales en remarquant que : 


NAIL. Se la suite des fonctions indéfiniment dérivables G(x;n) con- 
verge untformément vers G(a) sur le segment a £x< b et st sur ce segment 
ona pour tout n 

FGP' (ap ATEN 
la série 
Zl ep Np 


étant convergente, A(G) existe et est la limite de A[ G(a3n)]. 


Les hypothèses entrainent en effet l'existence des dérivées de G(æ) 
qui sont les limites des G//(r;n) et vérifient les mèmes inégalités. 
Toute série de solutions fondamentales dont la somme des nx premiers 
termes vérifie les conditions de l'énoncé XXII fournit donc une solu- 
tion. Si celte série admet un domaine de convergence dont la frontière 
est coupure et contient le segment (a, b), cette somme ne peut être 
analytique sur (a, b) en vertu d'un théorème de M. Painlevé. 

ll est aisé d'appliquer ces considérations. Supposons qu'une suite 


ee 
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Sey ryt ts 7 , TT 4 5 
infinie de zéros a, admette ; Pour argument. Extrayons-en une suite 
a, véritiant les conditions (15). La série 

Sw bet 


admet le demi-plan supérieur pour domaine d’existence si 


(34) log| by | , | 


| | 
| An} 


tend vers zéro. Sur l'axe réel Ox, on a 


Gr) = 20, em 
donc 

Np=s 2) On) fay” 
et il suffit que 

2(j On) 2| 


ARE 
Ch) 


converge pour que G(a) ne soit pas analytique tout en étant solution. 
Supposons pour éviter toute difficulté que la fonction (2) soit d’ordre ¢ 
inférieur à 1. On a 

Z'e,af el, 


et l’on peut prendre en conformité avec (34) 


b, — ea in! An | 
avec 
im £,=—.0. En| An EN LIEN LE (pi>p}). 


de sorte que toutes les conditions sont réalisées. 
On pourra obtenir des fonctions quasi analytiques. Par exemple. 


I % 
en prenant |a,|=o", o>1, el ¢,= =) le calcul de N, est celui du 
maximum du module d’une fonction entière et l’on trouve 

Ve chp log eps 


G(a) appartient a la premiere classe de fonctions quasi analytiques de 
M. Denjoy. 

Les exemples que l'on peut ainsi former introduisent des fonctions 
qui sont la valeur limite d’une solution analytique sur un côté d’un 
polygone d'existence. On peut généraliser un peu en prenant la somme 
de deux telles fonctions, l’une correspondant à une solution holo- 
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morphe au-dessous d’un segment de Oz, l’autre à une solution holo- 
morphe au-dessus de ce méme segment. Mais il y aurait lieu de 
rechercher si toutes les solutions non analytiques sont nécessairement 
de cette forme. Ms 


10. Cas où la fonction génératrice est du type maximum de l'ordre 
un. —. Je donnerai ici quelques indications sur le cas où la fonction 
génératrice est une fonction entière d'ordre fini quelconque. Il est loi- 
sible de supposer qu’elle est au plus du type moyen de l’ordre p. Ona 
donc 


(35) HO < enter, 


si petit que soit pourvu que |w| soit assez grand. On en tire des 
inégalités bien connues pour les coefficients c,, inégalités de la forme 


A'+e 
lea 1 < n : 


Si l’on suppose que l’on a des inégalités de sens contraire de la même 
forme 


DIE 


valables soit pour tous les n, soit pour des n assez rapprochés, la 
condition de convergence de la série (1) entraine pour les y“ des 
inégalités qui expriment que y est une fonction entière qui est au plus 
du type moyen de l’ordre AT Ce sont des solutions de cette espèce 
qu'il conviendra de chercher. En reprenant les notations du n°8 et en 
utilisant la première partie de l’inégalité (32), on établira que : 
XXIV. Si g(s) est une fonction entière qui est au plus du type moyen 


de l'ordre 5, on a 


M(r; p)< M(r) (Arey, si p< Ar?, 


P—1\p 
M) LUE) CAS e ) , si p> Are, 


A étant une constante que l’on peut remplacer par une fonction de r ten- 


CENTS 
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dant vers séro lorsque r croit indéfiniment, lorsque g(s) est du type 
minimum. 


Le cas des fonctions Reaplietes montre que ces inégalités sont bien 
précises. 
De XXIV on tire cette proposition qui correspond à VIII: 


XXV. St f(u) est du type moyen de l'ordre ¢ [inégalité (35)], la 
transmutation (1) définit une fonction entière dès que l’on y remplace y 


par une fonction entière g(3) d'ordre a= Pet d’un type moyen assez 


petit [ce qui signifie que le nombre try au nombre A de(35) doit 
étre assez peaty ¥: 


Le problème qu'il y a lieu de se poser ici est celui de la repré- 
sentation des solutions par des séries à simple entrée.de solutions 
fondamentales. Je n’entrerai pas dans le détail de cette étude qui 
se fait en suivant la même marche que ci-dessus. La proposition IX 
se généralise : si la suite des fonctions entières g(z; n) converge 
uniformément vers g(z) qui est d’un type moyen assez petit de 


l’ordre ; £ -» A[g(s; n)] converge uniformément vers A[g(z)]. [Par 


cette convergence uniforme, il faut entendre que les g(z; n) sont en 
outre uniformément du type de g(z)]. Ceci conduit à une généralisa- 
tion du méme genre de XVII. On peut alors se borner a considérer des 
équations dont la fonction génératrice est de la forme 9(u’), q étant 
entier et o(w) d’ordre inférieur à un, ce qui permet d’appliquer les 
considérations du n° 7. En particulier, on obtient cette proposition : 


XXVI. Sila fonction génératrice est une fonction sans séros d’ordre ¢ 
supérieur à un, l'équation (1), dont les solutions sont nécessairement des 


fonctions entières qui sont au plus du type moyen de l'ordre ae 


n'admet pas de solutions de cet ordre et d’un type moyen assez petit. 


) 
I 


Il est probable qu’une telle équation n’a pas de solutions analytiques. 
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~POLYGONES DE PONCELET GENERALISES 


Par M. Bertrann GAMBIER 


1. Introduction. — Considérons une surface réglée S quelconque, 
sur S une génératrice G arbitraire et sur G un point M arbitraire : le 
plan tangent à S en M coupe S suivant la génératrice G et suivant une 
courbe plane C, tangente en M à la seconde direction asymptotique 
de S (les développables étant exclues), recoupant G en divers points 
P,, P., ..., qui sont tous singuliers, indépendants du choix de M sur G 
et décrivant, quand G varie, les diverses branches des courbes mul- 
tiples de S. 

Si nous faisons la perspective de S sur un plan arbitraire, d’un 
point de vue O arbitraire, les génératrices G deviennent les tangentes 
au contour apparent l'en projection, et la ligne multiple de S devient 
une courbe plane C. De chaque point de la ligne multiple partent au 
moins deux génératrices; le plan de ces deux génératrices est bitan- 
gent à la surface; il peut arriver que ce plan bitangent coupe la sur- 
face encore suivant d’autres génératrices, ne passant pas par le point 
commun aux deux premières; dans ce cas on voit que l’on a réalisé 
des polygones de n côtés (n23) dont les sommets sont sur C et dont 
les côtés sont tangents aT’: c’est donc la généralisation des polvgones 
de Poncelet relatifs à deux coniques. 

Il est facile de réaliser de tels couples C, l de degré arbitraire; pre- 
nons en effet au hasard deux courbes gauches €, et C, ct imaginons 
une correspondance ponctuelle entre ces deux courbes, M, point de C, 
ayant p correspondants, M,, sur C, et M, ayant g correspondants; sur 
la surface réglée lieu de M, M., C, est ligne multiple d'ordre p, 
C, d'ordre g; d’un point de C, partent p génératrices dont trois ne 
sont pas dans un même plan (en général); transformons la surface par 
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dualité : le point M, se transforme en ain plan coupant la nouvelle sur- 
face réglée suivant p génératrices, dont trois quelconques ne passent 
pas au méme point. 

Nous allons maintenant nous donner la courbe plane C et chercher 
les courbes I’ de classe donnée admettant avec C des triangles de Pon- 
celet, puis des polygones de Poncelet. Si l'on a obtenu un couple C, F 
admettant æ' triangles de Poncelet, il suffira de considérer C comme 
la perspective d'une courbe gauche pour obtenir une surface réglée 
admettant +' plans triplement tangents (et par dualité une surface 
admettant une ligne triple). 

Le problème se résout aisément pour une conique C, et la méthode 
s'étend elle-même aux courbes C de degré et genre quelconque. Ce 
problème est en rapport étroit avec diverses théories : équations algé- 
briques (et en particulier abéliennes ), substitutions et itérations, cor- 
respondances biunivoques de deux courbes, classification des courbes 
planes ou gauches, classification des surfaces réglées. Je renvoie le 
lecteur, pour le cas de deux coniques, au Traité des fonctions ellip- 
niques d'Halphen et à un article que j'ai publié aux Nouvelles Annales 
CSo*série, t. Il; 1924 ): 


2. Triangles de Poncelet; nombre fini. — Considérons dans un plan 
une conique C, et une courbe F, de classe n(n entier 22); soit M, un 
point arbitraire de C, ; deux tangentes M,M, et M,M' issues de M, aT, 
recoupent C, en M, et M, ; pour que le triangle M,M,M, soit inscrit 
dans C, et circonserit à F,, il est nécessaire et suffisant que M,M, soit 
fangente à F,; or la droite M,M, enveloppe évidemment, quand 
M, décrit C,, une courbe [,,,,_,, de classe n(n—1); on cherche les 
tangentes communes aI’, et F,,,,,, elles sont au nombre de n?(n—1); 
mais st une tangente commune à C, et l, touche C, en un peint que 
j'appellerai M,, et si nous choisissons pour droite M,M, cette tangente, 
M, coincide avec M,, la droite M,M° coincide avec MM, et par suite 
donne une solution impropre : les points M,, M;, M! sont sur C, et, 
Jotnts sur Cy, donnent trois droites tangentes aT’,; le triangle corres- 
pondant a un coté nul; done chaque tangente à C, et l, donne (n—1) 
solutions impropres; nous ne devons garder que 


m(n — 1) = 27 (UN) ou n(n —1)(n—2) 


a 
F E. 
D 
Ss: 
at 
ce 
PE 
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véritables solutions, ce qui fait seulement re triangles, 


quand C, et TV, sont quelconques. 


Faisons immédiatement une application à l’espace; une transforma- 
tion homographique permet de supposer que C, est la parabole 


: 2 
) a0; 


nous la considérons comme projection de la cubique gauche (C) : 


Si nous posons 


(1) {i +t=s, tite =D, 


la corde (4,, t,) de C, a pour équation 

(2) ar Dos ay or À 
de sorte qu’une équation arbitraire 

(3) F(s, p)=o0 


de degré n ens et p peut être regardée comme l’équation tangentielle 

d’une courbe I’, de classe n, à savoir l’enveloppe des cordes (t,, ¢,). 
L’équation (3) est symétrique en £, et ¢, et de degré n par rapport à 

chacune, et réciproquement. D’autre part, la corde (4,, #,) de la 

cubique gauche est définie d’abord par (2), puis par le plan issu de 

l’origine 

(4) 3 + px =sy, 


de sorte que l’équation (3) peut être considérée aussi comme équation 
tangentielle du cône de sommet O, enveloppe du plan (4). D'ailleurs 
comme le plan (to, t,, f,) a pour équation 


(5) B— (to t+ ty) +0 (yt, + toto t,t.) — tot, t,=0, 

on voit que le plan issu du point z, de la cubique et contenant la 
corde (t,, t,) a pour équation 

(6) s—y(s+t)+2(p+ths)—thp=o, 

et que la surface réglée lieu de la corde (4,, t,) peut être définie par 


l'intersection de plans tangents à des cônes de sommet (%, ¢,, ...) 
Ann, Ee, Norm., (3), XLVI, — FÉVRIER 1929. 8 


58 BERTRAND GAMBIER. | 


d’équation tangentielle commune (3), ces plans’ se correspondant 
biunivoquement sur les cones. La surface réglée lieu de la corde (¢,, ¢,) 
de C s’obtient aussitôt en écrivant les coordonnées homogènes d’un 
point de la droite en jeu 

à) æ=t;+pt, y=t}+ oti. st + pt 0—=1+p, 

d’où | 


(8) 7-2 —=p(—t,), 20—zy=ps(t,—&), sx —y"=pp(ti 4}: 


La surface a donc pour équation 


_[s0—a2y 53æ— 7°] __ 
(9) | a | =e. 


La surface réglée S admet la cubique C comme ligne multiple d'ordre n; 
elle admet sw! plans bitangents correspondant à deux génératrices se 
croisant en un point de C; elle admet des plans tritangents exception- 


_ n(n —1)(rn—2 ’ : A Oe 
nels en nombre : ) donnant sur S d'abord trois généra- 


trices, puis une courbe plane de degré n — 3. 

Réciproquement, toute surface de degré 2n ayant C pour ligne mul- 
tiple d'ordre n est réglée, car de tout point de cette surface part une 
sécante double de C ayant donc 27 + 1 pointscommuns connus avec S;. 


cette surface s'obtient par le procédé indiqué ici. Si F(s, p) est effecti- 
(2 —1)(n— 2) 
2 


vement de genre » il en est de même de S et de ses 


diverses sections planes, y compris les sections par les plans bi- ou 
tritangents. 

En particulier, pour n=3 on a une surface S de degré 6, ayant 
deux plans tritangents. Il est commode pour définir S de donner les 
deux cubiques (de genre un, de même invariant) obtenues par les 
deux plans tritangents. La génératrice variable établit une correspon- 
dance birationnelle (de cubique à cubique) entre ces deux cubiques, 
de sorte que la surface peut être définie. par les expressions paramé- 
triques | 
a—=A pu +B p'w+C + ACe po + ot 6 P'& + w+ y , 
Y=A;po + B,p'w + C,-+ACa, po + w+ Bip'w + w+ y), 


Riss A, po +- B,p'o + CG + Aa, po + y+ 8. p'w ahs @) +2); 


(10) 


= Ay po we B, p'w sa C,+ACa, po + Wy + 8. p'o = Wy + ya). 
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Si les constantes A, B, C, a, ..., Y; sont quelconques, la surface (10) 
est bien de degré 6, avec deux plans tritangents exceptionnels, mais 
elle n’admet que ding points doubles, engendrant une courbe gauche 
d'ordre 9, coupée par chaque génératrice en quatre points. Les sur- 
faces signalées donneront donc une représentation de cette forme (10) 
où ces constantes A, ..., y, satisfont à certaines conditions; il est 
facile de constater alors la différence qui sépare (soit dans le cas.de 
courbe double de degré 9, soit dans le cas de courbe triple de degré 3) 
le cas de deux plans tritangents et celui de 0! plans tritangents. 

Si un plan perce la cubique A = 0 et la cubique A = en des points 
de méme w, il contient la génératrice correspondante. Considérons 
donc les deux équations 


(11) (Au+A,e+A.w+ A,h) pw 
+ (Bu + Bye + Bw + Bh) p’o + Cu + Cr + Cyw + C,h=0, 


(12) (au+ae+oaw+ a,h)po + wy 
+(Bu+ B,o+ Bw + Bsh)p'o + wy +yu + Pe + yw + prh=o. 


Les racines w,, w,, w, de la première, w,, w,, w, de la seconde satis- - 
font aux relations de congruence suivant les périodes de pw : 


(13) j D I=, -+ @s == 0, 


(14) &, + Wy + 0, =— 304. 


Si donc 3w, n’est pas une période, il ne pourra y avoir qu'une ou 
deux racines communes (sauf dans le cas où l’une des équations dis- 
paraît identiquement : on retrouve les deux plans tritangents). Mais 
si 3m, est période, tout plan bitangent devient automatiquement #rt- 
tangent; on voit sans peine que l'on peut, sans restreindre, supposer 
alors w,— 0 et alors nous avons, en faisant la perspective de la sur- 
face d’un point quelconque, les deux courbes annoncées en introduc- 
tion avec 2! triangles de Poncelet: dans le cas de la surface à cubique 
gauche triple, la perspective à partir d’un point de la cubique donne 
une C, et une I’, car la développable circonscrite à la surface du point 
de vue est de classe6 (égale au degré de S)et comprend les trois géné- 
ratrices, il reste donc une courbe I’; de classe 3; si la perspective est 
faite d’un point quelconque, on a une C, et une F,. Pour la surface à 
7 
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courbe gauche double de degré 9, on trouve de même, soit une C, et 
une l';, soit une C, et une |’';. 

En transformant par dualité la surface de degré 6 qui n’a que des 
points doubles et que des plans tangents doubles devient une surface 
de même catégorie; on en conclut donc que, de même que la dévelop- 
pable enveloppe des plans tangents doubles est de classe 9 et admet 
deux plans triplement tangents, la courbe gauche lieu des points 
doubles admet deux points triples, théorème difficile à apercevoir 
directement. La surface réglée de degré 6 qui n’a que des points triples 
et des plans tangents doubles se transforme par dualité en une surface 
réglée de degré 6 n'ayant que des points doubles et des plans tangents 
triples, c'est-à-dire représentée par les équations (10) où w, est nul et 
les constantes A, B, C, a,, ..., y, quelconques. 

Nous voyons ainsi comment l'étude des polygones de Poncelet et 
celles des surfaces réglées se complètent heureusement. 


3. Triangles de Poncelet; nombre infini. — Étant donnée une 
conique C,, on peut trouver 0°” courbes I, de classe n fournissant 
_oo' triangles de Poncelet inscrits dans C,, circonscrits à F,; ces 


courbes I’, dépendent de 2n paramètres (tandis qu’au paragraphe 
précédent on avait la courbe I, générale dépendant de et para- 
mètres )- 


L'idée directrice est bien simple : C, étant rapportée à un paramètre 
unicursal z, l'équation f(t’, t’) =o est l'équation tangentielle d’une 
courbe enveloppe de la sécante (#, #’) de C,; si f est dissymétrique 
en?’ et #”, la classe de I’, est la somme des degrés de fen 7 et ¢’, et 
alors chaque tangente a une origine t', une extrémité t" différentiées; 
si f est symétrique en t' et t’, la classe de F, est égale au degré de / 
par rapport a7’ ou ¢’; du reste, dans ce dernier cas, en prenant pour 
variables 


(1) s=t'+t", pi=itii", 
la relation symétrique / se transforme en unc équation 


(2) o(s, p)=0 
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de degré, par rapport à l’ensemble s, p, égal au dégré de f en # ou t’, 
et nous avons vu au paragraphe précédent que la droite (7, 2”) et le 
point (s, p) se correspondent par dualité; cela montre que si f n’est 
pas symétrique, il suffit de former le produit 


(3) f(t, 2) f(t, t)=o0 


pour arriver à l’équation tangentielle ordinaire de la courbe I; il se 
produit ici une distinction analogue à celle concernant les courbes de 
direction; une équation dissymétrique fournit des tangentes orientées, 
et siF(u, ¢, w) =o est l'équation tangentielle ordinaire de la courbe C,, 
l'équation dissymétrique f(t’, t’) = o conduit à une équation tangen- 
tielle ordinaire de la forme 


(4) F(u, ¢, vy) = O( uw, 9, w), 


où ® est une fraction rationnelle de u, +, w. 

Cela posé, considérons une courbe I définie par son équation tan- 
gentielle f(t, t,)—o (que nous supposerons soit symétrique, soit 
rendue symétrique); I étant de classe n, at, correspondent n valeurs ¢,, 
la, ..., t, dont les fonctions symétriques 6,, o,, ..., 5, fondamen- 
tales sont exprimées sous forme de fraction rationnelle, de degré n, 
en ¢ (avec même dénominateur). Donc les fonctions symétriques fon- 
damentales det, t,, ...,t,, 


(5) S,=t+ 4, S,=to,+ Oo cs Sasi Ton; 


sont exprimées rationnellement en t : la courbe (S,, S:, ..., Sasi) est 
done une courbe unicursale de l’espace à n +1 dimensions, de de- 
gré n +1. Or s’il existe un triangle de Poncelet ¢, ¢,, t,, où ¢ est 
variable, les équations f(t, æ) = 0, f(t,, x)= 0 ont une racine com- 
mune ¢,, mais n’ont pas nécessairement les (n — 1) racines communes 
t,, t;,...,¢,(on a la circonstance complémentaire que £, est racine de 
la premiere et ¢ de la seconde) : le point (S;, S:, ..., Sas.) relatif à £ 
et celui relatif à ¢, sont donc différents. 

Supposons donc que nous ayons un cas encore plus particulier : 
t étant choisi quelconque sur Cy, et t,, ..., t, étant les extrémités des 
tangentes à V, issues de t, les cordes t;, t; ((#J, t, J égaux à1,2,...,n) 
sont toutes tangentes à V,: dans ce cas, et dans ce cas seulement, le 
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point (S,S.... Sr.) est le même pour #, ou {,, «.., OU fy; la courbe 
de degré n + 1 en jeu est donc en représentation impropre et se réduit 
à une droite représentée (n +1) fois, autrement dit (t,4,,...,tu+1) 
sont les racines d’une équation 


(6) (A + Bp)t™**+(A,+ B,p)t™+...+ Ans + Busip —o. 


La réciproque est immédiate : deux racines /', 4” de (6), supposées dis- 
tinctes, fournissent l'équation 


(7) Aten Apt +... HA, AU +A NME HA . 
7 = Oe 


Bee + Btur+...+B,,, Bit Bt +... + Bay, 
laquelle, débarrassée du facteur ¢’ — ¢’, est symétrique en @’ et 2’, entiére 
et de degré n par rapport à chaque variable. C'est l’équation tangen- 
tielle d’une courbe I’, de classe n répondant à ce problème spécialisé 
des triangles de Poncelet. L’équation (7) s'obtient par le produit des 
matrices 


(8) AAA. Aus 


ad: pillaged : Pr 


Una " 
| Aa | Al Lee 1 


| teri t" ape 1 


Les mineurs de la matrice de gauche sont les coordonnées plücké- 
riennes de la droite joignant les deux points de coordonnées homo- 
gènes 

LAS A D alt india) 


dans l'espace à n+-1 dimensions: il s'introduit done exactement 2n 
paramètres non homogènes [on peut réduire (A, A,) à (1, 0) et(B, B,) 
à (0, 1) pour normaliser l'équation de I]. 

On retrouve ainsi des propriétés classiques pour n = 2 (deuxtriangles . 
inscrits dans une même conique sont circonscrits à une même conique 
- nouvelle). 


Pour fixer I’, on peut donc se donner arbitrairement un premier 


groupe de n +1 points sur C,(#°, ti, ...,¢)), ce qui fixe les coeffi- 
cients A, A,, ..., A,,, de ’équation (6) où ¢ =o, puis un second 
groupe arbitraire aussi, analogue (t', tyne ry tjs Ce ŒUI OREO, Dies. ss 


Bax; pour 9 =; le premier groupe détermine 


n(n +1) 
dE cordes, le 


second autant; il existe une courbe F, et une seule tangente à ces 
n(n +1) droites. Tout point de C, détermine un groupe analogue; 
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1) 


chaque point de C, est donc commun à En triangles de Poncelet; 


chaque tangente de I’, porte (n — 1) triangles. Les n(n +1) cordes 
forment, pour la classe n, un groupe surabondant, de surabon- 
dance ———— nn an, 

2 

La surface réglée correspondante a une cubique gauche pour ligne 
multiple d'ordre x, n'a pas d’autre ligne multiple, est de degré 27 et 
en fait de plans tangents multiples n’a que des plans tritangents; elle 
(n 


hou La développable des plans tangents triples 
ACTE) 
2 


est de genre 


est de classe - Tous ces résultats sont faciles à transformer 


par dualité : on a une surface S’ de degré 27, n'ayant que des points 
multiples triples et en fait de plans tangents multiples que des plans 


multiples d'ordre n, d’où une solution pour les polygones de Poncelet 
de n côtés pour deux courbes dont aucune n’est conique. 


4. Triangles de Poncelet; solution générale. — On voit aisément que 
la solution générale correspond au cas où £, et ¢,.sont associés à des 
points ¢;, ...,¢,+, qui n’épuisent pas tous les pans associés at,; at, 
correspondent g groupes (t, ..., Lass )y (ty, «+9 Laas …, Cb les triangles 
de Poncelet sont formés avec ¢, et deux thee ae d'un 
même groupe. La solution générale s'obtient donc en éliminant ¢ 


entre deux équations 
(1) PAYS; P(pt}=="0, 
où P est un polynome arbitraire de degré q en p et n+1ent; le 


résultant, débarrassé du facteur (¢, — t, )’ donne l'équation en général 
indécomposable et symétrique 


(2) Rit MES bo! 


La courbe I ainsi définie est de classe nq: en effet, ¢, donné, on a 
q valeurs de 9; une choisie, soit 9’, l'équation P(¢’, &, ) = o admet, en 
dehors de t,, n racines £,, ..., ¢,,, et il est clair que trois points dis- 


tincts ¢;, t;, & du groupe (t,t, ... ¢n.,) donnent un triangle inscrit 
: qn(n —:1) 
dans pe circonscrit à I. Chaque point de C, donne donc De 


5 # 
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triangles; chaque tangente de T'en donne (r — 1). Ici, partant de ¢, 
avec t,t), on peut continuer à partir de ¢, par un chainon autre que 
tat; ...tgla,, et par suite ne jamais revenir en ¢,, quel que soit le 
nombre de chainons successifs; dans le cas précédent, on peut revenir 
au point de départ au bout de trois chainons, mais si l’on essaie 
d’éviter d’y revenir, sans parcourir plusieurs fois un méme chainon, 
il y a impossibilité. 

On réalise donc des surfaces réglées, comme plus haut, de degré 2 gn 
ayant la cubique gauche comme ligne multiple d’ordre gn; la surface 
admet des plans tangents triples (n—1 passant par chaque généra- 
trice), des plans tangents doubles, n(q — 1) passant par chaque géné- 
ratrice. | 

On peut expliquer géométriquement le procédé de la façon sui- 
vante : regardons p lui-même comme le paramètre d’un point de C, ; 
l'équation P(p, t) =o est l'équation tangentielle d’une courbe auxi- 
liaire y; si P est dissymétrique en p et ¢ (ce qui arrive nécessairement 
si P est du premier degré en ¢, ou si g = 1), le procédé revient à con- 
sidérer toutes les tangentes de y qui ont même origine p et à joindre 
deux à deux leurs extrémités : les cordes ainsi obtenues enveloppent 
la courbe I’; si P est symétrique en p, ¢, il n’y a rien en réalité à 
changer à l'interprétation. Il suffit donc de se donner la courbe y, 
mais comme P(p, ¢) doit être au moins de degré 3 ent et de degré 1 
en p, on voit que y est de classe 4 au moins en cas de dissymétrie, de 
classe 3 au moins en cas de symétrie. 

Une circonstance curieuse est à signaler. Même si l'équation 


P(p, io 


est indécomposable, il peut arriver que l'élimination indiquée de ¢ 
conduise à une relation R(4,, t,) = o décomposée : alors nos conclu- 
sions sont encore vraies, soit pour le plan et les triangles de Poncelet, 
soit pour l'espace et les plans tritangents, à condition de conserver 
tous les morceaux de décomposition; en réalité, si les triangles ne se 
rapportent pas à un même morceau, il y a intérêt à prendre chaque 
morceau de décomposition soit de F ou S; soient I’, S’ des morceaux 
associés : sur I on a un polygone de Poncelet, sur S’ on n’a pius de 
plan tritangent, mais simplement une suite fermée de À chainons 


>» 
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inscrits dans la cubique multiple, le plan de deux chainons consécu- 

- tifs étant simplement bitangent. Un exemple simple fait comprendre 
le résultat : si C, est le cercle 27+ y?=1, si et désignent respec- 
tivement p — e*, 1 — e (x et y étant respectivement cosy, sind ou 
cos@, sin®@), l'équation 


(3) p =} Lou 


peut être prise comme équation P=o; la relation entre £, et £, 
(ou 4, et 6,) est 


; 2KT 
(4) Led (REED: 4,4, Non, Ni). 
La courbe I se décompose en un ensemble de cercles I’, FT”, ... con- 


centriques au proposé et correspondant aux polygones réguliers d’un 
nombre de côtés égal an +1, ou à un diviseur den +1: il n’y a plus 


à proprement parler de triangles de Poncelet ; y est ici une épicycloide 
1 


à n rebroussements obtenue en faisant rouler un cercle de rayon ——— 


n J À 
auquel il est tangent extérieurement; le 


sur un cercle de rayon 
Toe 


cercle x? + y? =1 est celui qui a pour centre le centre du cercle fixe 
et est tangent à l’épicycloïde en ses n sommets. 

Si l’on considère deux coniques C, et C, qui ne sont plus bitan- 
gentes et admettent w' polygones de Poncelet de n côtés, chacun de 
ces polygones fournit une équation P(¢, ¢)=v, moins simple 
que ¢=¢"*', mais conduisant encore à une relation décomposable 
entre £, et £, : cette fois on a la division des fonctions elliptiques et non 

plus circulaires. 

Je viens d'indiquer la solution générale des triangles de Poncelet 
pour une C,, puis de montrer comment pour certaines équations P = o 
la solution échoue au point de vue des triangles, mais fournit des 
polygones, Je vais indiquer une autre particularisation : T se décompo- 
sera, mais un (ou plusieurs) morceau isolé admettra des triangles, 
tandis que précédemment les côtés des triangles étaient relatifs à des 
morceaux différents. Le procédé le plus général, pour réaliser ce cas 


particulier, consiste à écrire 


(3) FD 2120, Otto) 6, 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Mars 1929. 9 
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où P a la signification déjà indiquée, Q étant un nouveau polynome 
arbitraire de degré r en t, p en 6: l'équation P =o est l'équation tan- 
gentielle de la courbe y déjà définie; l’équation Q(4, §)=oestl’ équa- 
tion tangentielle d’une courbe y’ analogue, enveloppe de la corde joi- 
gnant les points t, et 6 de C, ; de p origine menons une tangente à y, 
d'où l'extrémité t; de t pris cette fois pour origine, menons une tan- 
gente à y’, d’où l'extrémité 0; la corde (9, 0) enveloppe une courbe Y, 
en général irréductible, aint l’équation tangentielle s’obtient en éli- 
minant ¢ entre les équations (5), soit 


(6) P(p.@)=0, 


Opérons, par le procédé indiqué, sur y; autrement dit éliminons ¢ 
entre 


G) P(p, Ve 0: P(p. Gey == 0; 
d’où | 
(8) RO DJS 0. 


L’équation R(9,, 0.) =o admet d’abord les solutions (0,. 4.) prove- 
nant du systéme 


(9) (7, 60, C8. Uy Je 0. 


Le morceau correspondant s'obtient en opérant directement sur y’ (au 
lieu de +); ce morceau enlevé, il restera à joindre deux points (9,, 0,) 
se dune chaine (¢, ¢,,9,) et d'une chaine (2,4, 9,) avec 4, Ass 
La courbe V ainsi obtenue est de classe rgnp, car à 0, correspondent 
r valeurs de ¢; à un ¢ choisi correspondent 4 valeurs de ¢; à ce ¢ cor- 
respondent seulement 7 valeurs de ¢ autres que ¢, et à un /’ corres- : 


pondent p valeurs de 9,. Chaque point de C, est sommet de / RES x 


2 


triangles et chaque tangente de [ porte p(n — 1) triangles: en effet, 
pour un triangle 0,0,0,, il suffit de considérer le schéma 
ST RON Ter 
Ginn SEE y vo ARR E CE EST 
net 160 5. 


| 


N , 
RL 5 Se” 


Il est nécessaire que 6, et 6, soient liés par le même ¢ intermédiaire 


\ 


que 4, et Ü,: pour un mème 9), le c ary déterminations; à ¢ corres- 
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My ay 
= tp 


pondent n valeurs ¢,, autres que le ¢ primitif, cela donne : 


binaisons possibles pour t,, ¢,; ¢, donne p valeurs de 6, et f_.p aussi, 
pour 9). 
La répétition de ce procédé consisterait à écrire 


| P,(p;, p)= 0. P;(pss Pr) = 0. 


(10) 
P,( prs Pa— 0, Dr Pa: 9) 10: | 


L’éliminatiou de 0,, ©,, ..., ©, entre les +1 équations (10) condui- 
rait à une relation j 
Pio; 0) s= 0; 


sur laquelle on recommencerait les raisonnements. On a épuisé ainsi 
tous les cas possibles pour une courbe C, et les triangles de Poncelet. 


5. Polygones de Poncelet relatifs a une conique. — Nous avons ren- 
contré au paragraphe précédent, à propos des polygones réguliers, la 
propriété suivante : quand la courbe F obtenue dans la recherche des 
triangles de Poncelet se décompose en I”, I’, ..., il peut arriver 
que 2! triangles aient deux côtés tangents à I” et le troisième al’, 
puis que la suppression de I” permette de revenir sur C, au point de 
départ par une succession de / tangentes à T’(/24). Cette circons- 
tance est l’une de celles qui permettent d'obtenir des polygones de 
Poncelet par opposition aux triangles. On constate en effet que, pour 
une conique donnée C, la recherche des polygones de Poncelet de 
2n+1cotés ou de 27 côtés se ramène à la recherche des triangles de 
Poncelet et d’une courbe l”,, ou F,, ,; décomposée en 7 coniques ou 
n—1 coniques et un point, tout au moins si l’on veut retrouver les 
polygones classiques inscrits dans wire conique et circonscrits à une 
nouvelle conique. Pre 

Au point de vue de l'application aux surfaces réglées, nous avons 
vu qu'il peut y avoir deux cas différents : avec une conique C, du plan 
et une cubique de l’espace nous n'avons à signaler que des chaines de 
génératrices inscrites dans la cubique multiple et se refermant, ne 
donnant que des plans bitangents. On peut au contraire avoir des sur- 
faces réglées ayant des plans x fois tangents (n°4) et donnant donc 
des polygones plans de Poncelet dans l’espace; les surfaces réci- 
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proques de celles que nous avons obtenues dans le premier cas nous 
donnent souvent des exemples du second cas. 

Amorcons le problème pour une conique C,; si la courbe I peut se 
décomposer, une chaîne d’équations arbitraires 


(1) Sil4y &)=0, ; F2( tz, t;)=0, a) LU ET Lx) =0 


définit une chaîne polygonale ouverte M,, Mz, ..., M, dont les côtés 
sont successivement tangents aux courbes I’, ..., F1 d’équation 
correspondante; l'élimination de £,,1,, ..., 45; RER l'équation 


Sil Gs t,)=0 


de la courbe I’ envelonpe de la corde de fermeture. On a ainsi, sui- 
vant que h>3 ou h=3, une solution évidente des polygones ou 
triangles de Poncelet pour C, et la courbe décomposée P,P’, ..., PV". 
Pour étre banale, cette solution suggére néanmoins d’intéressants 
problèmes que Cayley n’a pas dédaigné de traiter; M. Lebesgue a 
donné aux Annales de Toulouse (1922) une belle démonstration géo- 
métrique des résultats de Cayley; sil, ..., PU" sont des coniques 
appartenant avec C, à un mème faisceau linéaire, ’ se décompose 
en 2!—? coniques du mème faisceau, et une permutation quelconque 
dans l’ordre des (4— 1) premières coniques Ft", F1, ..., FU ne 
change pas le total des coniques résultantes. 

J'ai cité aussi des solutions banales, au fond de même espèce; 
soient une conique C, et une courbe I’, de classe n(n23) fournissant 
des triangles; chaque tangente à I’, porte (n — 1) triangles; prenons- 
en deux et supprimons le côté commun. On a un quadrilatère de Pon- 
celet relatif à C, et [,: ¢,¢,¢,¢,; de mème avec un nouveau triangle de 
côté 1,1,, on pourra obtenir un pentagone, etc., jusqu’à une certaine 
limite. Si done nous pouvons réaliser divers circuits partant d’un 
point de C, pour y revenir, nous prendrons pour valeur du nombre 
des côtés du polygone le nombre minimum relatif aux circuits, à 
exclusion des autres. 

Les coordonnées du point courant de C, étant exprimées toujours 
rationnellement en {, nous obtenons des quadrilatères P, en éliminant 
les paramètres o, o entre les équations 


(2) Sp; t,;)=9, 9(o, t,)=0, Y(p, g)—0, 
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supposées algébriques entières de degré respectif 7, p,, 5, pz, R, S en 
P; di, 9, l:, p et a; en effet, p, o étant choisies et vérifiant | =o, 
soient ¢, et ¢, deux valeurs de ¢, correspondant a p, £, et t, correspon- 
dant à 5 : le circuit ¢,¢,¢\ 6, 4, donne bien un quadrilatère dont chaque 
côté enveloppe la courbe I d’équation 


(3) R(t,, 4) =o 
obtenue par l'élimination indiquée; si les conditions de symétrie 

fu v)=gp(u,;v) et pu, r)=%(r, w) 
sont réalisées, [ est de classe rSp,; s’il y a dissymétrie, la classe est 


rSp:+sRpi. 


Cet exemple, en cas de dissymétrie, est précieux pour nous montrer 
que certaines solutions sont défectueuses par certains côtés et qu'il y 
a désaccord entre certaines considérations analytiques ou géomé- 
triques. En effet, nous voyons bien que la conique C, peut disparaitre 
complètement et qu'il suffit de garder une chaine de nombres 4,, 
ER 4 li tels que, dans cet ordre, chacun se déduise du pré- 
cédent par l’itération d’une même substitution algébrique. On doit 
donc avoir, avec la même. fonction /, qui n’est pas nécessairement 
symétrique 
(4) ft te) —o, f(t, 43) = 0, tees tps tp); Ji: o 


Or le quadrilatére ¢,¢,¢,¢,¢, ne répond pas à la question, car t,1,t 
fournit deux origines en t, et ¢, et une mème extrémité en £,, tandis 
qu'avec la définition analytique (4) l'extrémité d’un maillon doit être 
origine du suivant; cette objection tombe dans le cas de symétrie. 
Avec les conditions (4), les nombres £,, t,, ..., ¢, devront être 
solutions d’une même équation F(¢, :) = 0, algébrique en ¢ et conte- 
nant un paramètre 9; si f(t,, ¢.)=0 est du premier degré en t,, 
l'équation est abélienne, quel que soit ¢, par rapport at, et réciproque- 
ment, toute équation abélienne fournit une solution du problème précis 
traité ici. En particulier, l'équation # — p = 0, déjà citée, fournit les 
polygones réguliers. L'exemple des polygones de Poncelet relatifs à 
deux coniques non bitangentes fournit cette fois une fonction /(4,, ¢,) 
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symétrique et du second degré en £, et ¢, séparément. Nous rentrons 
done, en supposant le degré de f en ¢@ et #, quelconque, dans le 
domaine si vaste de la résolution des équations algébriques. Je me 
contenterai donc de donner le moyen de fabriquer des solutions de 
plus en plus étendues à partir d’une solution déjà obtenue. 

~ Remplacons un point ¢ de C, par l’un quelconque des points 4 liés 
à # par l'équation arbitraire 9(t, 0) —0 de degré a en ¢ et x en 6; 
chaque polygone 4,4,...1, ,t,t, fournira x” polygones 0,,0,, ..., 9,1, 
6,, 9, relatifs à une nouvelle courbe I” dont la classe est celle de F 
multipliée par ax. | 


6. Triangles et polygones de Poncelet relatifs à une courbe quel- 
conque. — Jusqu'ici, la conique C, n’est guère intervenue que comme 
représentation géométrique de la variation d'une quantité numé- 
rique ¢; si done nous prenons, en même temps que C,, une courbe 
unicursale quelconque C, nous pouvons associer sur C et C, les points 
de mème ¢; tout polygone de Poncelet (ou tout triangle) obtenu sur C, 
donne une figure correspondante sur C, du mème nombre de côtés, 
car il n'y a que les relations entre les ¢ des sommets successifs qui 
interviennent; si ensuite, sur un cône, qui aC pour directrice, nous 
prenons une courbe C’ n’avant qu'un point commun avec chaque 
génératrice du cône, done unicursale aussi, nous avons une surface 
réglée S'offrant les mêmes particularités que la surface réglée S, 
étudiée jusqu'ici, au point de vue des plans tangents multiples. On 
peut encore dire que la relation f(4, l)= 0 est l'équation tangen- 
ticlle de la courbe VP; mais sur chaque corde (1, 4") de la courbe C, il Y 
a lieu de considérer trois espèces de points : l'origine t', l'extrémité t”, 
et les points communs apparents, cest-a-dire les nouveaux points 
communs à la corde et aC: dans Pespace, sur S’, ils ne correspondent 
plus à une intersection de C’ et de la génératrice. 

Pour une courbe quelconque C, au lieu de C, ou d'une courbe uni- 
cursale, on peut d'ailleurs faire intervenir chaque point, non plus par 
un seul nombre ¢, mais par deux nombres (a, y) liés par une relation 
algébrique. Done, au lieu d'élimimer ¢ entre 

Pio; Li) el PUISE D) 
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pour les triangles, on peut éliminer (X, Y) entre 


PEN Moet On PEK, V5 ots, Pi) = 0, 


(1) es | 
1S (X, 1) 20, HOCNENE LT FA 24, Sn) — 0, 


et l'on aura la courbe 'la plus générale admettant avec C des triangles 
inscrits dans C, circonscrits à l'; cela revient encore à introduire une 
courbe y auxiliaire d’équation tangentielle P(X, Y; &, y) = 0. De la 
sorte les explications subsistent, presque intégralement, pour chaque 
cas; il est simplement plus malaisé de calculer la classe de I, le 
nombre de triangles ayant un sommet en un point de C ou portés par 
une tangente de I’. : 

La méthode s’applique évidemment encore pour des courbes d’équa- 
tion transcendante, pourvu que le premier membre de |’équation soit 
analytique. A ce point de vue, il suffit, par exemple, de faire corres- 
pondre sur une courbe algébrique ou transcendante C et. sur une 
conique C., les points qui, sur GC, ont pour abscisse x, le ¢ (ou encore 
I’) du point de C, et à tout polygone obtenu sur C, correspond un (ou 
plusieurs) polygones sur C. 

Le problème des triangles, quadrilatères, etc., de Poncelet, pour 
deux courbes quelconques, admet toujours un nombre /inz de solu- 
tions : un certain nombre d’entre elles sont des chaines repliées com- 
mencant en un point d’intersection de GC avec I’, ou de contact avec C 
d’une tangente commune à C et I’, et sont des solutions impropres 
(pour C et I coniques, ces solutions impropres épuisent le total de 
solutions en nombre fini). Nous avons indiqué dans quel cas il y a 
oc! solutions; dans ce cas les chaines repliées existent encore et 
peuvent cette fois être considérées comme de véritables solutions, 
parce que les deux extrémités sont l’un des points cités plus haut (de 
même espèce pour 7 pair, d'espèce opposée pour 7 impair, n étant 
le nombre de côtés du polygone de Poncelet). 


Nore. — Le lecteur consultera avec intérêt un article très court de 
M. Appell sur ce mème sujet (Bulletin des Sciences mathématiques, 
2° série, t. 10, 1916, p. 240-246) et il v trouvera une bibliographie 


détaillée. 
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LE PARALLELISME 


DE 


LA CONNEXION DE M. WEYL 


Par M. V. HLAVATY 


INTRODUCTION. 


Le travail présent a pour but l'étude des systèmes différentiels qui 
définissent le déplacement parallèle d’un vecteur le long d’une courbe € 
dans l’espace à connexion W, de M. Weyl. Un tel système contient, en 
général, n? coefficients. Nous les réduisons en un système du même 
ordre qui n’en contient que n — 1. Sin= 4 et si la connexion W, est 
celle de la théorie de la relativité, la méthode qui nous permet la 
réduction du système différentiel en question nous donne aussi le 
moyen de l’entégrer. 

Le Mémoire est divisé en deux parties. Dans les deux premiers 
paragraphes de la première partie, le lecteur trouvera un exposé bref 
des notions fondamentales. Les deux paragraphes suivants sont con- 
sacrés à l'étude de «la métrique » dans W, le long de €. L’intro- 
duction de cette notion nous permet de trouver les « formules de 
Frenet » pour € (§ 5) et, par conséquent, de réduire le système en 
question à une forme plus simple (§ 6). Le paragraphe suivant con- 
tient deux corollaires du théorème des réductions. 

Dans la deuxième partie, on suppose que € soit un rayon de lumière 
donné dans la connexion W, de la relativité. Dans ce cas, beaucoup 
de simplifications se présentent et l’on en profite pour trouver l'enté- 
grale générale du système différentiel correspondant. 

Quant à la symbolique, nous emploierons, dans la première partie, 
celle qui est la plus usuelle, c’est-à-dire la symbolique du. calcul por- 
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tant sur les composantes des grandeurs ('). Dans la seconde partie, 
nous avons jugé plus efficace d'employer le calcul direct. 


L. 


4. Définitions 


1. Algèbre. — Imaginons dans un espace à n dimensions un système 
des coordonnées générales x” et convenons de les transformer d’après 
les formules 


(1) 


D ne UT VA UE LORS UE 


avec le jacobien différent de zéro, 


Si 2’ est un point arbitraire, mais fixe, nous désignerons par A, la 
valeur du jacobien A au point 2%. 

Le groupe (1) nous permet de définir les notions suivantes, dont 
nous aurons besoin plus tard : 


a. Le scalaire est l'invariant absolu du groupe (1). 

b. La densité scalaire du poids p est Vinvariant relatif du groupe (1), 
dont le poids est p. 

c. La pseudodensité scalaire du poids p est chaque fonction qui se 
transforme comme la valeur de la densité scalaire du poids p au point 


fixe x). 


Nous conviendrons de désigner les scalaires PAPA, À, 0, D, Css 
les densités par a, b, ..., et les pseudodensités par a, B, y, .... 
Leur mode de transformation est 


“== A; la APa. lt — Ana. 


(1) Les indices de co- où contrevariance. toujours grecs, seront affectés en bas on 
en haut des lettres, On eflectue la sommation d'après « les indices muets » en suppri- 
mant les symboles X, 


SAS 
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Les fonctions scalaires qui se transforment autrement seront dési- 
gnées par ZX, A, 


A. Laffineur q fois covariant et r fois contrevariant est l’ensemble 
des fonctions +: * qui se transforment d’après 


\ f. 2 
rene OE Ola": Ola’ Olatr dx: pats 0.024 RE 


> e Sd — — — J 
ie hg Ore Or 0x4 O' a Ola f Ba one Bey” 


Laffineur unitaire, dont les composantes sont o, 1, sera désigné par 


-Ai(=0 siv#A;=1si v=A). Les cas spéciaux des affineurs sont 


des vecteurs contrevariants a”, bY, ...,6”, ..., respectivement cova- 
riants a,, b,, ..., 4, .... Un affineur aux composantes symétriques 
(par exemple, g,, = g,;) sera dit tenseur. Chaque affineur, dont les 
composantes se transforment comme le déterminant des composantes 
des n vecteurs covariants, linéairement indépendants, sera dit le 
n-vecteur covariant. 


B. Pseudodensité af finorielle q fois covariante et r fois contrevariante 
du poids p est représentée par l’ensemble des fonctions qui se trans- 
forment comme Pale Ceri de ej" et d’une pseudodensité du poids p. 


av 


MOtaVom ans, 056757 he. sta" mu 


2. Analyse. — En désignant par ie les coefficients de la con- 
nexion de l’espace étudié, on parvient à la notion de la dérivée cova- 
riante de l’affineur 637”, 


LS) Pari 0 ey Ly ve” Lp D, eS eres pase ter 
1 


La dérivée covariante d’un scalaire a ou d’une densité scalaire a du 
poids p est définie par 


) 0. 2 
(5) Va = Pet Vue = nu playa (2). 


1) Cf. par exemple. Scnouren, Der Ricci-Kalkül (Berlin, 1924). 
(2) Voir Hravary, Théorie des densités dans le déplacement général (Annali 
di mathematica, 4° série. t. V, 1927-1928. p. 73-83). 


6 
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Quant à la dérivée d’une pseudodensité scalaire « du poids p, nous 


adoptons la loi 


0 


qui laisse clairement voir que dæx*V,a est à son tour une pseudoden- 


sité scalaire du même poids. Il s suit immédiatement, d’après le 
principe de M. Klein, pour une pseudodensité «;":}" du poids p, 


À oy ee WY pa ee 
Vy red à 2, Py i AE! +5, ry id ee : 


Les coefficients l,, 3, se transforment d’après 


x Art d'rl…, TA CU 


3 Te Er LE ae sae LA ETES } 
(4) OR jrs Jat a MT Ow J'avdar 
ty Ore. 0 log À 

(5°) lee Foe (Ta.+ me a): 


\ 
A côté du symbole V,, nous emploierons encore le symbole @ qui 
désigne la dérivée le long d’une courbe donnée x = a(t). On a sym- 
boliquement 


th 
EO da 


=a? 


2. Généralités sur la connexion W,. 


Soit donné un tenseur gy, (au déterminant l| Siu |] 0) et un vec- 
teur Q, qui n’est pas le vecteur gradient. A l’aide des positions 


sve Su — Au 


on peut déduire de g;, le HO contrevariant 2’. Cela étant, les 
coefficients 


+ 4 I Oe de Ov: 
(6) Ti, tyro Obie, Chew Coie 
a GORE EE Gat) + CGR AT QAR pm Qs) 
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définissent la connexion dite « connexion de M. Weyl », que nous 
désignerons par W,.. 

Si s est une fonction arbitraire indéterminée des coordonnées, et si 
l'on prend, au lieu de g:, et Q,, les grandeurs 


* on 0 
(7) à HU S8ips Q=Qu- ox logs, 


les coefficients T°, peuvent être exprimés aussi 


= DAS, (Ba : Een OF ip Per Den ss 
PRE iy ( Fe Mr de ) + 5 (Quai + Qi BF Qa). 
On déduit de (6) respectivement (6) 


( 7 ) Vis So Ow Says Vo Siu= se Ow Siu 


et ces équations peuvent être envisagées comme définissant la con- 
nexion W,. On voit donc qu'il y a une infinité de tenseurs g;,, qui 
(avec les vecteurs correspondants Q,) fixent la même connexion. Le 
choix du facteur s a pour conséquence la détermination du tenseur £:, ; 
nous appellerons ce choix «le choix particulier du tenseur g;, ». 
Remarquons qu'un tel choix restreint forcément la généralité. On 
peut exprimer cette propriété aussi en disant que la métrique de W, 
est fixée à un facteur indéterminé près. 

Dans ce qui suit, nous verrons qu’en utilisant la notion des pseudo- 
densités, on peut définir quand mème, dans W,,, une métrique le long 
d’une courbe donnée. 


0 


2. Le pseudotenseur ~,,. é 


1. Le pseudotenseur %,,. --2[maginons dans W, une courbe géné- 
rale € donnée par les équations paramétriques 


(8) dat), StS, 


et désignons par a’ le point :—1,. Cela étant, construisons la fonction 


t 
f ers dr 


(9) he A 
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En transformant les coordonnées d’après (1), cette fonction devient ‘A, 
et l’on a, en raison de (5'), 


Or, en désignant par g? le déterminant de g,,, on trouve tout d’abord 
que g(— la racine carrée positive de g*) est une densité du poids 1, 
et, par conséquent, | 


(10) a —— 


est une pseudodensité du poids — 1. En effet, si l’on effectue la trans- 
formation (1), la fonction =" devient ‘c””’, et l’on a 


Fey AAAs + Wz 


An 

Res 
Il nous faudra encore déterminer le mode de transformation de 7”! 

pendant la transformation (7). Parce qu’on a, d’après (6), (6), 


oe n 


Le a ee 
dae + g Gr lin 


~O n 
la fonction A ne change pas pendant (7), tandis que la densité g 
devient 


n 
2 


qs 4. 


Or, la fonction +"! change à son tour et devient 


Il s’ensuit que 


(12) Lu — Sipe 


est un pseudotenseur deux fois covariant du poids — 2/n qui est inva- 
riant par rapport à la trans formation (7). 
En effet, on a pendant (1) et (7) respectivement 


Ox? 0x == 
Oa TS Dr do "Deg 
d'xù d'a 
Lu = Xp 


ce qui prouve notre assertion. 
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2. La dérivée @x,,. — Plus tard, nous aurons besoin de la 
dérivée Ma. On a, en raison de (12) et.¢7), 


dt (2 dt 
a Lu = ( (OR )T +. Siu dt == Sih et 2 abs T + di ) . 
tt ’ 
D'autre part, en tenant compte de (10), on peut calculer = et l’on 
: a 


obtient, en raison de (rr) et de (9), 


ee pag (Ee 77 )=50 os 


dt n\ q, a <* dt SE 


et, par conséquent, 


(HA) 


Dar SO: | 


Or, étant donnée une courbe € dans W,, on peut toujours trouver un 
pseudotenseur ®,, du poids —.2/n, invariant par rapport au choix par- 
ticulier de Liu dont la dérivée covartante le long de € est nulle. C’est ce 
pseudotenseur qui nous servira comme base pour «la métrique » de W, le 
long de €. 


4. « La métrique » le long de €. 


Le déterminant g° étant supposé différent de zéro, il en est de même 
du déterminant |[x,,|] du pseudotenseur %,,, et, par conséquent, 
existe un pseudotenseur contrevariant x”* du poids 2/7, défini par les 
positions 


y Pas RY 
KF Au = Ag, 


Si l'indice d’inertie du tenseur g:, est différent de zéro, ce que nous 
supposerons, celui du pseudotenseur ~,, l’est à son tour. 

A partir de ce moment, nous n’étudierons, parmi les pseudovec- 
teurs, que des pseudovecteurs contrevariants du poids 1/n et des 
pseudovecteurs covariants du poids —1/n. Or. il n’y aura aucune 
ambiguité à craindre en convenant de supprimer la désignation du 
poids des pseudovecteurs. 

En chaque point de la courbe (8), l'équation 


(14) ju WW — 0 


E* 
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définit «le cône fondamental » dont les « pseudovecteurs fondamen- 
taux » sont les génératrices. Remarquons que la propriété d’être 
«fondamental » s'étend aussi aux vecteurs # qui satisfont à l'équation 


(15) Liu WA WH = O. 


_Les pseudovecteurs contrevariants étant, d’après la convention, du 
poids 1/7, l'expression ‘ 
F Oj, EP EM 

est un scalaire que nous appellerons le module de &. Si, par hasard, le 
module est égal à +1 ou —r, nous appellerons le pseudovecteur 
correspondant pseudovecteur unitaire. (Le module du. pseudovec- 
teur fondamental égale à zéro par définition.) 

Étant donnés deux pseudovecteurs contrevariants & et 7’, on en 
peut construire la forme quadratique auë nt. Si cette forme égale 
à zéro, nous dirons que EY et yy’ sont les pseudovecteurs conjugués. 
Chaque pseudovecteur fondamental est conjugué à lui-même ou auto- 
conjugué. À côté des pseudovecteurs conjugués ou autoconjugués, on 
a aussi les vecteurs conjugués ou autoconjugués et leur définition est 
la même. 

A chaque pseudovecteur contrevariant &, on peut adjoindre 
intrinsèquement le pseudovecteur covariant & au moyen de l'équation 


FE, Oy, EX = op, Eh. 


Il va sans dire que les notions intrinsèques du pseudovecteur fon- 
damental aussi bien que du pseudovecteur unitaire s'étendent aussi 
au pseudovecteur covariant dont le module est défini par 

at E> i= uF EM, 
Nous sommes parvenus ainsi aux notions analogues aux notions 
métriques dans une connexion riemannienne. Dans ce qui suit, nous 
les utiliserons pour en déduire les formules de Frenet de € 


5. Les formules de Frenet. 


1. Le pseudovecteur unitaire tangent. — Une courbe € étant donnée 
par ses équations paramétriques (8), on a deux cas à distinguer. Ou 
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bien son vecteur tangent 
= Le 
dt 
est un vecteur fondamental, ou bien il ne l’est pas. Nous examinerons 
le premier cas plus tard en intégrant les équations du parallélisme le 
long d’un rayon de lumière dans W, relativistique. 
Dans le second cas, nous pouvons construire à côté du vecteur tan- 


gent e” le pseudovecteur unitaire e* tangent à C. Nous introduirons 
1 


tout d’abord le paramètre auxiliaire 


t ‘ . 
o iat Vm, oy ex el dt, m, = sign(ayere#).1 
t 


: se - dx à 
et ensuite nous construirons les expressions st Le paramètre 5 est 


une pseudodensité du poids —1/n. En a on a, pendant la trans- 
formation (1), 


Co Vs au ‘Oy €) ‘ey, Te, ‘eu dt = as 4p VERS ao A, 
: . 5 dx" : . 
Il s'ensuit que les expressions —— se transforment d’après 
D8 Oda le ae 0 eae 
doh Our da do” dg do 


; RDS d t ae 
et, par conséquent, —— est un pseudovec are 


On constate aisément que ce pseudovecteur est un pseudovecteur uni- 
taire. En effet, on a 


,_ de dr dt ev 
(Mit CE ee ee ————— 
1 do ‘di dz mine et 
et, par conséquent, 
pu. 
Aye Es 
: yy ee ee = >_< = marti, 
(16) me deci ete a7 


ce qui prouve notre assertion. 
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Remarquons encore qu’à côté ‘de e”, on peut construire le pseudo- 
1 
vecteur unitaire &, à l’aide de l’équation 


1 
55 ru et, 
1 


2. Les formules de Frenet. — La dérivée covariante de «”, 
1 


Dev = e Vue, 
1 1 


donne naissance au pseudovecteur @e’, et l’on a deux cas à distin- 


4 . 2 by . . € 
guer : ou bien e” est un pseudovecteur fondamental, ou bien il ne 
à | 
l’est pas. Nous n’examinerons à présent que les courbes générales, 


c'est-à-dire les courbes dont le pseudovecteur n’est pas tangent au 
cône fondamental, et, par conséquent, son module est, en général, 
différent de zéro, et l’on peut écrire 


ki Matin DME A 0, m,= sign (ony De} De Be 
À 1 1 gl 


L'application du symbole @ à l’équation (16), nous apprend que We” 
1 
résulte conjugué à <’. En effet, on trouve 
: 


(17) Pate — Reaves Pig 0. 
| as | 1 1 


Or, en désignant par <’ le pseudovecteur unitaire appartenant à Me”, 
1 


on peut poser 
DEVRA EV (*), 
1 2 
et sik, < 0, l'équation (17) peut aussi s’écrire 


(18) mere 0, 
Leo 


Nous appellerons 2” le premier pseudovecteur normal de € et k, la 


première courbure de €. Si k, =o sans que <” soit un pseudovecteur 
1 . 


fondamental, le pseudovecteur <” est indéterminé. 


(1) Par le choix du signe de.la racine carrée de k,, toute ambiguïté quant a 
l'orientation de £< est exclue. 


2 
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Si les trois pseudovecteurs e, €, de” sont linéairement indépen- 


2 


dants, ils définissent en ehiique point de € un espace à trois dimen- 

sions. Nous voulons supposer — ce qu’il advient en général — qu'il 

soit possible d’y trouver un pseudovecteur unitaire <’ conjugué Ac’, e”, 
3 1 2 


et, par conséquent, qu'on puisse mettre We” sous la forme (*) 


| 
(19) DEV— ae" + a," + a,c” 
2 1 2 3 


avec les coefficients a qui sont faciles à trouver. En appliquant le sym- 
bole @ à (18), et en désignant par m; le module du pseudovecteur 


unitaire (7 =1, ..., 3), on trouve, en raison de (19), (13), 
J i à 


‘eh iy Ee (DE + Le D sa kim, + a,m,, 
1 2 


o= es = oo DE rmx Ay, 
2) 22 2 2 


et, par conséquent, l’équation (19) peut être mise sous la forme 


(19°) DEV — — Pipe ky et age 


2 


(1) Voici les cas différents qui pourraient se présenter en particulier : L'inter- 
section du cone fondamental et de l’espace à trois dimensions, mentionné ci-dessus, 


est un cône : 
° Dévénéré (réel ou imaginaire); 
2° Non dégénéré ( réel). 
39 Non dégénéré (imaginaire). 


Dans le cas sub. 1°, les pseudovecteurs &”, <’, & étant conjugués, : est un pseudo- 


1 2 3 3 


vecteur fondamental €” = w’. On aura à la place de (ig) l'équation 
3 


De = ayev + wo”. 
2 1 


Dans le cas sub. 2°, les modules m,, m, des pseudovecteurs <’, e sont du signe égal 
4 2 


ou opposé. Dans ce cas-ci, le pseudovecteur Wc’ pourrait être fondamental, et l’on 


aurait 


Mv = See + a) ou Mev = #f ev — oy 
2 1 3 1 3 


S'il n’en est pas ainsi, ou si les modules m,, m, sont au même signé, ou enfin dans le 
cas sub. 3°, on etoile sur (19). 
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qui nous permet de calculer a,. En effet, on trouve 
ain (® a) (2) = k?m,+ aim, 
d'où | 


dip (De) sd = kim; | ms. 


E 


Si l’on prescrit d'avance l'orientation du e”, ce choix nous permet de 


( 207) He = 


fixer sans ambiguité le signe de la racine carrée dans (20). Nous dési- 
. + . 4 or 2 

gnerons par &, le coefficient a, ainsi fixé, Or, l'équation (19) appa- 

rait sous la forme 


oc mim, À € + ke 
3 


Nous appellerons à le deuxième pseudovecteur unitaire normal et ky 


la deuxième courbure de € 

Si k, £0, on peut ARTE le même procédé plus loin, et l’on 

parvient à la notion du troisième, ...,(7 —1)*™*,..., (n— 1)™* pseudo- 

vecteur unitaire normal e”, ..., 2”, ..., «”. En désignant par m; le 
‘ n 


~. 


module du pseuvecteur &’(7 = 1, ..., 7), on trouve les relations 
j 


(21,) 


(pm tjos.9 Abies, GX 


où le scalaire 4; désigne la 7" courbure de € déterminée d’une manière 
analogue comme &, respectivement #,. Nous n’insisterons pas sur le 
procédé qui nous conduit a cette formule en le supposant assez connu. 
Le lecteur intéressé en trouve d’ailleurs beaucoup d’exemples dans la 
littérature ('). 

Analogiquement, comme dans le cas d’une connexion riemannienne, 


(') Potr. par exemple. Srauik : Grundzüge der mehrdimensionalen Differen- 
tialyeometrie in direkter Darstellung. p.76 ( Berlin, 1922), où sont exposées les for- 
mules analogues pour le cas d'une connexion riemannienne. dont le tenseur métrique a 
l'indice d'inertie o. ou bien EiskxHarrT : Riemanian geometry, p. 106 (Princeton 
University Press. 196), où l'indice d'inertie <4 0. Dans son livre cité plus haut, 
M. Schouten a déduit les formules analogues pour W,, dont le tenseur a l'indice 
d'inertie 0. en choisissant le facteur s d'une façon convenable. D'autre part. voir 
aussi HLAVATY, Lin Bettrag sur Theorie der Weyl schen « Ubertragung » (Kon 
Ahad. van Wetenschappen te Amsterdam, XXL, n° 8. p. 878-881). 
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nous appellerons les équations (21) les formules de Frenet. Dans ce 
qui suit, nous emploierons ces formules pour simplifier le systeme 
différentiel qui définit le Sei age parallèle le long-d’une courbe 
donnée. 


Dove I. — En introduisant les pseudovecteurs unitaires cova- 
variants si 


! 
€, — Oy Ed CE Sree 
j 


on déduit de (21), en raison de (13), 


J j-1 je 
DE, —=— mj. aMjk ja &,+ kh; €, 


(Jr py ths: hye ks 0) 
à er. : j 
ou, bien entendu, mm; désigne aussi le module des, : 
J Î er 
Mure mate) ( a8 éy ) = a%Be, eg. 
17 | 


Remarque IT. — \\ faut mentionner que le procédé qui nous conduit 

_à (21) est indépendant de la supposition que à soit un pseudovecteur 

unitaire tangent à C. Il s’ensuit que les formules (21,) resp. (21:), 

sont valables même pour un champ ©”, (2, ) donné le long de € qui n’est 

pas tangent à C. Dans ce qui suit, nous utiliserons ce fait bien 
important. 


6. Les systèmes @a’=0, Mb, —0, 


Le système différentiel 


ay 
(22,) Da= —- +Tiye oœh—0 
respectivement 
d + 
(22,) DB; se = Let byes, 


définit intrinsèquement un pseudovecteur a” respectivement 8, déplacé 
parallèlement à lui-même lelong de C dans W,,. Il contient n* coefficients. 


LA 
LE eb, 
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Nous nous proposons de le simplifier, en le réduisant à un système 

qui n'a que n — 1 coefficients. Si la courbe € ne satisfait pas les con- 

ditions précédentes ('), on peut choisir quand même un champ £* le 
* 1 


long de © qui les satisfait. En tout cas, on est toujours en état de 
construire n champs €”, €, (7 fs at) satisfaisant le système (21,) 


/ 
resp. (21,). Or, d'après le principe de M. Klein, le pseudovecteur a” 
resp. 3, peut étre écrit 


n a 
i 
(23) CES ais’, fes D big, 
fed i 
1 i 


les scalaires a‘, b; étant définis comme suit : 
i 


ai ma ey, b;= m8; eh, 
i 


On en déduit, en raison de (22), 


Or, si l'on tient compte de (21,) resp. (21:), on peut aussi écrire, 
n l 
da a k + 
D a" — (T — my_,m,kj_, dE, ai + hôte) EV— 0, 
t 


a db, 7 | * / 
LEA pie i ih — AU hi 19 "hi Kyat! b; Cru, 
f 


avec 
ane) pour 1 A7 


: na pe CO ee arte BA 


(!) Citons. par exemple, parmi les autr ? . Sodési À 
43 par ple, parmi les autres, le cas d’une courbe géodésique. Nous 
aurons plus tard l’occasion de l’étudier, : 
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et ce système exige que soit 


da! 
(24) Te = num kat — kya! 
db; 
(242) Tp uma ki bi — ki br 


CR NT RARE KO TUE ET): M 


Le système (24) est équivalent à (22) et ne contient que n — + coef- 
cients #,,...,4,_,. Si l’on désigne par a‘ resp. b, l'intégrale de (24), 
l'intégrale de (22) est donnée sans ambiguïté par (23). 

Le résultat peut être généralisé aussi pour les systèmes 


(25) APS oO LT RE O0. 


qui définissent le champ vectoriel +” resp. «, déplacé parallèlement à 
lui-même le long de C. En effet, si w’ resp. s+, est l'intégrale de (25), 
il en est de même de w const. resp. s¥’, const. D'autre part, si o est 
une pseudodensité scalaire constante du poids 1/n("), les vecteurs 


ev= &"]o, ex £49 
[he og 
satisfont-aux équations 
(ar) De’ =— mj_,mjkj_, e + ke’ 
j ÿ—1 yee 
5 j F Je /+! 
(215) Duke. mjk;1e1+k;e. 


Or, si l'on pose 
i . 

vi pve, mi. 4, = 4,67 Mj. 
i 


(1) Une telle pseudodensité est facile à construire. L’unique composante non nulle 
d’un n-vecteur covariant arbitraire est une densité du poids 1, et la niïme racine de sa 
valeur au point ¢ = ¢ est une pseudodensité du poids 1/n. Quel que soit le n-vecteur 
choisi, les pseudodensités ainsi construites ne diffèrent que du facteur constant. 
C'est ce qui résulte aussitôt du principe de M. Klein. (On en peut profiter pour 
construire une pseudodensité constante, dont la valeur dans le système choisi des 
courdonnées est égale à 1,) En résumé, si l’on ne tient compte que des notions données 


1 2 ’ # . « 
par le problème lui-même, les vecteurs e, e; résultent définis à un facteur constant 
i 


près. 
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les scalaires ¢” resp. w,, définis à un facteur constant près, nous per- 
mettent d'écrire sans aucune ambiguïté pour 0, 4, 


n n et 5 
(26) py > ple’, ma >, Pin €). 
5 i i i 
1 1 


En employant la méthode exposée plus haut pour les pseudovecteurs, 
on réduit les systémes (22) aux systemes équivalents 


(271) = minis kr ot Sky, 0 


= MIN; Ayres — ky. OF 2-4) 


dt 


ÉFAST, uns SS A NEIL 


où ne figurent que n—1 coefficients #,, ..., &,. En désignant 
par ¢”, 4, les intégrales de ce système, les intégrales de (25) sont 
définies sans ambiguïté par (26) ('). 

Nous sommes donc parvenus à l'énoncé suivant : 

Le système (25), qui définit un vecteur déplacé parallèlement le long 


d'une courbe donnée dans W,,, peut être toujours réduit à un système plus 
simple (27) ne contenant que n — 1 coefficients. 


7. Les corollaires. 


Nous voulons indiquer ici deux corollaires du théorème énoncé plus 


haut. Le premier se comprend de lui-même et n’a pas besoin d’être 
démontré. 


(1) Chaque système linéaire différentiel qui admet une intégrale quadratique est 
susceptible de cette réduction. Cf., par exemple, 'HLavarTY, Sulla riduzione dei 
systemi ortogonalt di equasioni differenziali lineaari: Complementi al teorema 
di riduzione dei sistemi differensiali ortogonali; Sui sistemi differenziali 


lineart dotati di un integrale quadratico inde finito (Rendiconti Ac. Lincei 
séances des 4 et 18 septembre 1927) : 


» s VA ti p é iffé i i 
Pour une réduction analogue du système différentiel, qui définit le parallélisme 


dans une connexion non métrique, voir Htavaty. Proprieta differenziali delle 


courve In Uno spasio a connesionne lineare generale ( paraitra dans Rendiconti 
del Circolo di Palermo), 


\ 
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. ' 1 
St les courbures k de la courbe C ou du champ donné ¢”, (2) sont con- 
1 


stantes, l'intégration du système (25) s'effectue sans quadratures au 
moyen des opérations algébriques. 


Pour démontrer ce théorème, on n'aurait qu’à réduire le système (25) 
à la forme (27). Cela étant, le corollaire n’exprime qu'une des pro- 
priétés fondamentales du système différentiel linéaire (2; ). 

Quant au second corollaire, on peut l’énoncer comme suit : 


St les premières m— 1 courbures k,, ..., km—, sont différentes de zéro, 
tandis que k,, = 0, le système (27) peut étre réduit à deux systèmes, le 
premier ayant m—1 coefficients k,, ..., km—1, 


dpt 


027! TT aa PASSES | are ae 
ial dw, 
( 27 ) a = MaMa+s haWasy\— Mea WV a—4) 
(Cie a TE Eng REED m<n), 
tandis que le second n'en aquen—m—1,1,,,,...,l, 
des) , 
(3950) Tp ses by ITD PTT ER 
ñ dvi 
(27,) Te = Lien — dpi 
Ce WT cay Fl dy ee ie 
En effet, si 4,, est la première des « courbures » #,, ..., £,, qui est 


nulle, le systeme ( 21 )n’estvalable que pour/ = 1,...,meth, =k, =o, 
et l’on obtient tout d’abord(27’). Dans ce cas, on peut choisir à volonté 
le long de € un pseudovecteur unitaire < conjugué aux pseudovec- 


m+1 


teurs €”, ...,€”, 
a 


nu 
(28) yes EU — © (are enr), 


“a m+ 
L'application de l’opérateur:@ à cette équation nous apprend que 
même We” est conjugué au pseudovecteur e*. En effet, on obtient, en 


m-+! a 


raison de (21), (28) et (13), 


DapE” et — af (a Ma pte Ki, ea Ry ey ee + eh oe aye (DE. 


a m+ a—1 a+ Jm+-i a m+l a m+ 
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Cela nous permet d’appliquer la même méthode à €’ que nous venons 


m +1 


d’ employer pour &”. Celle-la nous conduit finalement au système 


De =— my mite ay + ty e" 
f Frs 
Fi JH 
De, =— my mpl pig e+ ly €; 
f= m3, 2 tena ln= 0). 


qui, à son tour, nous permet d'arriver à (27”). 
Le théorème ainsi démontré, remarquons qu'il est surtout avan- 
tageux pour m =1, [nm —1] ou m= 2,[n— 2]. Dans le premier cas, le 


vecteur e”, el, (es. Le, }) est l'intégrale particulière du système (25), 


car on a re —0,[4,_,—0o|],et le système donné se réduit à un système 
d'ordre n — 1. 

Dans le deuxième cas, si, par exemple, m = 2, on trouve facilement 
deux intégrales particulières du système (25). - 

Si m,m, —1, ces intégrales sont ‘ 


uY— ev cos fh, dt — e” sin fi, dt, uY¥ = e sin ic dt + e’ cos fk, dt, 
1 1 2 2 1 D 2 
| 4 | E 2 1 à 2 
lt, =e), cos f hy dt —e; sin [ik dt, ue; sin [k, dt + e;, cos f 4, dt. 


tandis que pour m,m, = — 1, on trouve 

Uv = Cos 18 k, dt — e Sin Ji bide, Ut a? Sin f kydt + e Cos f ki de, 
1 1 À 2 2 1 2 \ 

1, 1 Lis À . thal 1 2 ; 
Ue Gos fk, dt + e;, Sin fk, dt, U;,=—e, Sin f dt + e; Cos fi, dt. 


En tout cas, ces vecteurs unitaires sont conjugués entre eux et aux 
vecteurs €”, ..., e’. Or, si on les prend pour e’, e*, on obtient 
3 n 1 2 


den do ge ma dw, _ dis, lan 
din Een À hdi ot 


et le système (25) se simplifie en un système d’ordre nr — 2, 


dot 


Tr mer I by of — Tp, oN, 


ahr 


LE PARALLELISME DE LA CONNEXION DE M. WEYL. OI 


resp. 
dvi fy 


dt 


= IN py 44 lj pay) — bp Mp 


JET ES L—=ly=0). 


II. -- APPLICATION A LA CONNEXION RELATIVISTIQUE. 


Nous voulons employer ici la méthode que nous venons d'exposer 
pour intégrer le système différentiel dont l'intégrale générale est un 
vecteur déplacé parallèlement le long d’un rayon de lumière dans la 
connexion relativistique. Le problème lui-même nous permettant cer- 
taines simplifications, nous ne ferons usage que de la méthode exposée 
sans avoir recours aux résultats précédemment obtenus. 

Avant tout, il nous faut exposer quelques théorèmes algébriques se 
rattachant à «,, dans W, relativistiques. 


8. Théorèmes auxiliaires. 


Dans W, relativistique, l'indice d'inertie de a,, est égal à 1. Cela 
nous permet de démontrer facilement les théorèmes algébriques sui- 
vants dont nous aurons besoin plus tard : 


I. Sv trois pseudovecteurs linéatrement indépendants x’, x", x", qui ne 
1 2 3 


sont pas fondamentaux, sont conjugués à un pseudovecteur fonda- 
mental w", celui-ci est toujours combinaison linéaire de x’, x, x". 


1 2 


II. Les trois pseudovecteurs x’, «’, x’ ne peuvent pas ètre conjugués 
1 3 


) 


tous les trois entre eux. 
III. Les modules des pseudosecteurs conjugués à w” ont le méme 


signe. 

La démonstration de ces théorèmes est très facile. Étant donné le 
pseudovecteur fondamental w’, on peut trouver les pseudovecteurs x 
en résolvant les systèmes 
(29) . Ce at (15 20) 

i 


7 
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Les pseudovecteurs a’ trouvés, désignons par a;, les scalaires 
i 
Aig Agi Oy oo ont 
i« 
et posons 


(30) w= ba) + D, av + bia”. 
1 2 


Pour démontrer le premier théorème, il suffit de prouver qu’on puisse 
trouver les coefficients b,, b,, b, dont deux au moins sont +o. En 
tenant compte de (29), on déduit de (30) le système 


o==bd,a;, + by Ay, + b,a,;, 
0 = by dy, + by Ay, + DiQss, 
. 0 Oy Max ba; + b,a;s, 


dont la solution est 40, si son déterminant ll || est 


(31) lax || =o (4, k=1, 2, 3). 


Cette équation est satisfaite pour n’importe quel systéme a” 5 


2 2 


des pseudovecteurs (linéairement indépendants, non Ondes 
tiré de (29), car le premier membre de l'équation 


3 à 
Xi, x hihiax =o, ef; KT 3) 
À 


(dont la solution A, : 2, : À, nous mène aux vecteurs fondamentaux de 
l'espace à trois dimensions des pseudovecteurs &", &”, a) est forcé- 
1 2 3 


ment une-forme quadratique dégénérée. Il s'ensuit qu’on peut toujours 
trouver les coefficients b, : b, 5, Remarquons encore que d’après la 
convention sur les a on doit avoir 


(31) ai 0 EST A 


Le premier théorème étant ainsi démontré, remarquons qu’en raison 
de (31°), tous les coefficients a,(i4/) ne peuvent pas être nuls 
si (31) doit être satisfaite. Autrement dit, les trois pseudovecteurs « 


i 


ne peuvent pas être conjugués tous les trois entre eux, ce qui prouve 
que le deuxième théorème est vrai à son tour. 


Pour démontrer le troisiéme théoréme, choisissons d’abord deux 
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pseudovecteurs 8”, 8” conjugués entre eux et à w’ et deux pseudo- 
1 2 : 
vecteurs 8’, 8’ conjugués entre eux et a 8’, 8’. Ces quatre pseudovec- 
3 à dr à 
teurs étant linéairement indépendants, on peut exprimer w” en combi- 
naison réelle linéaire de 8’, ..., 8, 
1 4 
= a, 8"+ a," + a,BY+ a,B”. 
1 2 3 4 
En raison du choix spécial des pseudovecteurs 3’, on prouve sans 
difficulté a, = a, — 0, et, par conséquent, 


w= af" + a, GB". 
3 4 


Parce que w” est un pseudovecteur fondamental et 5°, BY sont conju- 
3 3 


gués entre eux, on doit avoir 
oes ( a5 BBP +. af BBM) ai, 


ce qui montre que les modules Gal Be, CT Be doivent avoir les 
signes opposés. Or, le pseudotenseur «,, ayant l'indice d’inertie 1, les 
pseudovecteurs Œ 3° ont forcément les modules de méme signe, et, 


par conséquent, chaque pseudovecteeur, qui — étant conjugué à m’ — 
est forcément, d'après le théorème I, une combinaison linéaire def, 3’, 
1 > 


w”, jouit de la propriété que son module a le même signe que les 
modules des pseudovecteurs fi", 8’. 
1 2 


Le troisième théorème est ainsi démontré à son tour. 


9. L'intégration du système f’= 0. 


1. Le rayon de lumière. — Si la courbe € réalise le trajet d'un 
rayon de lumière, ses coordonnées x’(t) satisfont aux équations 
dx" y dak db 5 dx 
li TR ae dt. 
dax dx __ 
a his TH Fe 


p étant une fonction arbitraire. 
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En introduisant le paramétre auxiliaire 
à iles 
(34) : 5 ef od pl dt 
| " 


où £ est une pseudodensité scalaire constante du poids — 1/4, les 
. dx" 
expressions 7 sont les composantes du pseudovecteur tangent 


Mat: à 
ax 


[A] 


qui, en raison de (33), est un pseudovecteur fondamental. Dans ce 
cas. le système (32) devient équivalent au système 


dax 
dt 


== 0, 


d 
(35) DoY= rw + Lu 


et w” est une intégrale particulière du système 
36) _° DE — 0 
qui définit le pseudovecteur © transporté par parallélisme le long du 
rayon de lumière. 

Dans ce qui suit, nous nous proposons d'intégrer ce système que 
nous écrirons simplement . 
(36) DE — 0, 
en convenant dorénavant de désigner plus brièvement par € un pseudo- 
vecteur aux composantes ©”. 


. CN ke a , 4 
2. Intégrales particulières n, n. — Pour résoudre le système (36), 
| 2 


suffit d’en trouver quatre intégrales particulières. C’est ce que nous 
ferons dans les lignes qui suivent. 
ae tirer quelques avantages de la nouvelle notation, désignons 


‘par Ë. Ÿ la forme «,,£ €, 


e > > 


ru Ext 
L'application de l’opérateur ( à cette équation nous donne 
Day 2 agp — Cm D2) ) EU: + dy p On 


>) > Stl Bee > 
—(0:).%+E.wt=@it 
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et cette sé prescrit la règle d’ skis de © à be a Si, en par- 


ticulier, a -¢ = const., on obtient 


(37) (@i).£—_ (at). 


3 Palle bce À À 
et si, de plus, { = w, cette formule donne, en raison de Coo), 


wy * Y 


(38) | Rael eo, 


f ling . . a 
Cela posé, choisissons tout d’abord un pseudovecteur unitaire À con- 
wee 
> 


Jugué aw, 
>> 

(39) "ARS A.@) = 0. 
| 


> 


aS 
Il s'ensuit, d’après (35), que A est un pseudovecteur conjugué aw 
1 


> ne : Re Pe > 
et à À. En général, le choix arbitraire de À ne nous donne pas Ma 
1 1 1 


comme pseudovecteur fondamental. Or, on peut écrire 


x = a 
(40) MDÀi= ki. (k=)/ar.a Oa sign (D rf ah) 
1 2 1 


> ta : : : 
À est un pseudovecteur unitaire conjugué à À, dont l'orientation 
i 


ou 


2 


2 
est fixée par le signe de la racine carrée #. Le pseudovecteur À est 
donc défini sans ambiguité toutes les fois que l’on ako, ce qui 


> 
. , , , eo = 
advient en général ('), et l’on peut calculer le pseudovecteur a en 


tenant compte de l'équation : 


qui est la conséquence de (39) et de (35). L'application de l'opera- 
teur @ à cette équation nous apprend qu'en raison de (38), le 


> > 


LE < . > Ê 
pseudovecteur @} est conjugué à w. Or, les pseudo-vecteur , A, cm. 


i] 
NN —<$—$—$—$———— 
piel 
(1) Si, par hasard, Æ —o sans que @) soit un vecteur fondamental. on aurait 
; 
a os > 
. , , es : x ’ ! rt 7 
déja deux intégrales particuliéres du système (36), c'est-à-dire » et a 


Tt 
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< . . . DT ° . ‘ 
étant conjugués à w, ce dernier est la combinaison linéaire de ceux-là 
(voir le premier théorème auxiliaire) 


. > > > > 
(41) D = Pi À + Pak + pO), 
2 1 2 2 


avec les coefficients scalaires p,, Pa, Ps faciles : a trouver. D’ apres le 


troisième théorème auxiliaire, les pseudovecteurs unitaires À, À ont le 
1 


même module que nous désignerons par m(—æ+1). Or, on déduit 
de (41), en raison de (39) et (40), 


> > 
oL=o=pym + pih.@ Di = pym — pi A.D) 
1 


= m(p,— p;k). 


‘ 


> 
D'autre part, le pseudovecteur Wa étant conjugué au vecteur uni- 
. > 4 

taire A, on trouve 


> + > > 
®.A=O= p,m + ph. OhL=—p.m 


et, par conséquent, l'équation (41) peut s’écrire 
> > > 
(42) o=p.(ki+@r). 
1 2 
à 
Les pseudovecteurs A D? o étant connus, cette équation nous 
permet de calculer le facteur de proportionnalité Ps. Une au moins 


des composantes w” de ts est différente de zéro, d’où il suit que p; £ 0. 
En désignant par sa valeur réciproque ainsi calculée, on peut écrire 
pour (41) 


(42) D 


12 ~y 


> > 
—— À + Row, 
! 


4 


Les équations (40) et (42) constituent un systeme clos. Nous enten- 

, ne 4 et , «A bd 
dons par cela que la dérivée @n d’un pseudovecteur 7, qui est combi- 
Sree Per Pernt: : thee : 
naison linéaire de A, A, ©, est à son tour combinaison linéaire des 


mémes pseudovecteurs’ On en peut profiter pour trouver deux inté- 
grales particulières du système (36). 
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Quel que soit le choix des fonctions a, r, u, les pseudovecteurs uni- 


taires 
> > ay 
À 


es 
N—=AÀACOSA + À SINA + 7'0), 
1 2 


A 2 4 Zz 
N==Asina —Acosa+ uw 
2 1 : 


» 


sont conjugués entre eux. En tenant compte de (40), (42) et de (35), 
on déduit, pour leurs dérivés, 


__ [da £ 5 gi oats 7 ( ar. h si 
= an —hsina+ieosa) +0(T + tsina), 
A sin 


aS 

q 

1 

& ja > ÿ > 
on=(F +k) ( heosa + a) 0( 5 —heosa). 
5 2 1 


et, par conséquent, si l’on pose 


a [éd 
if = fi sinadt = fs | sin fac] du, 
ese fr cosadt= fic [ru] dt, 


les pseudovecteurs unitaires conjugués 


| é = i cos fk dl ia sin f 4 dt + a fu [sn fe a dl, 
1 na 2 

ne > > > > 
| Fee eae sin fk disk cos fk dt + of h Joos fk a dt 
2 1 > i 


sont deux intégrales particulières du système (36). On peut s'en servir 
pour trouver deux autres intégrales particulières. 


HT > ; 

3. Deux intégrales partculières %, 4. — Choisissons maintenant 
Pe TEE ty El : 

deux pseudovecteurs 4, A, qui, étant conjugués entre eux, sont con- 


4 
> > 


jugués aux pseudovecteurs conjugués 7, 4, 
1 2 


(44) 


D Sy 
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L'application de l'opérateur @ à la deuxième de ces Sayatiqns nous 


FpREP qu'en raison de (43), le pseudovecteur Oi. est conjugué 
à ty 


> + ; 7 
(45) pisse (AT, 3 ER 4). 


re . . . . n . > ze a 4 
En tout cas, @ peut être écrit en combinaison linéaire de n,n, h, #3 
3 2 1 2 : ‘ 
> DE ES > > 
(46) Oh=qynt+ Goi + qyh+qyh. 
. 3 1 2 3 + 


d’où l’on déduit facilement, à cause de (44), (45), 
a= Q2— oO. 


ES 
En désignant par À le pseudovecteur unitaire, dont le module est m. 
3 


> >> 
(441) A.A=m, À À—=— m, 
3 4 OUT | 


on obtient de cette équation, en raison de (46), 


(oi ) ATO ny. 


4 3 


> rr 
(wi ). (< Où )=— m(q,). 
3 


Le pseudovecteur D} étant connu, il en est de même de (q,)’. 


ainsi que l’on a 


Le choix du signe de Ja racine carrée K = y —m(q,)° fixe à son tour le 


sens du pseudovecteur 7 à et l’on peut écrire, pour (46), 
4 


(ee) Mike. 


Analogiquement, on peut déduire que l’unique composante non 


4 


> : > 
nulle de «DA est dans la direction de 7, 


(48) a) 


et pour calculer g, il suffit de tenir compte de (44), (44’) et de (45) 
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d’ou il suit 
>\ > >\ > à 
(ai). is (oi) 4 gm=— mk 
4 ol] 


3 4 


et, par consequent, (48) peut étre écrite 
4 > 
(49) Dh NA. 


Le système des équations (48) et (49) est un système clos, ce qui 
nous permet de trouver deux autres intégrales particulières de (36). En 


4 


appliquant un procédé analogue à celui que nous venons d'exposer 
> > 

pour 7, 7, on trouve que les pseudovecteurs unitaires conjugués 
J 2 


sur dE > 

as À Gos fs dt—h Sin [i dt. 
4 3 4 Ë 
= a 3 7 

th =} sin [ib dt —h Gos fk dt 

‘ 3 ; 


sont deux autres intégrales particulières de (36). 


(90) 


Jie. Al aie a1 Er 
t. L'intégrale particulière w. — Les pseudovecteurs À, A, étant con- 
. a & A . . | iG ee 
jugués à r, 4, le pseudovecteur ©, qui est conjugue à son tour a uD Ys 
1 2 > 


ET ES 


doit être combinaison linéaire de >, 7, 


Pour troaver les coefficients 7, appliquons l’opérateur @ à cette équa- 
tion. En tenant compte de (47) et de (49), on trouve facilement 


L'intégrale générale de ce système est 
«” K dt 6 dt 
Ne 


‘ (e= const. ). 
J* dt | Kd! 
ome + 9€ 
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ainsi que l’on a 
(51) aries eJ* se pies L ays cp eJ" spat eS my. 
3 0 


om . . 
: Le pseudovecteur w étant fondamental, on doit avoir 


6).@ = {INC C3 = 0, 
d'où il suit que l’une ou l’autre des deux constantes doit être nulle. 
On obtient ainsi deux pseudovecteurs fondamentaux : 


= fx CN de RE fx NITIS ES 
(92) Ci ee B= AL, C,€ A+ A). 
3 a ‘ 


4 


dont l’un seulement est le pseudovecteur tangent w du rayon de lumiere 


. frac f+: >> L 
donné. Le scalaire e I , ainsi que les pseudovecteurs A, À étant 


3 4 
connus, il n’y a aucune difficulté à choisir entre (52) le pseudovec- 
teur w et de fixer la constante correspondante. Dans ce qui suit, nous 


> 
écrirons © dans la forme générale (51) en supposant que l’on ait déjà 
fait le calcul des constantes. 


9. L'intégrale générale. — Nous sommes ainsi parvenus aux quatre 
> > 
intégrales Ces Mo eee Ns exprimées au moyen des pseudo- 
> 
vecteurs À, .. . En effet, si l'on tient compte de (43) et de (50), 


(51), on trouve 


> > ’ > . > + VA > : 
fs - . - Kd = K 4 [4 te Fe C7 

ype eh cos f kt — }, Sin TETE Hal “Lee J 1) + NET the Jr "| fr 

1 1 u 2 + 5 i LES t 

= — À sin fhe —}., COS fur + ef * Cs i ate, eJ" gt Ext (EUR RE Js "Yt fa 

2 1 2 « 4 ‘ É } 

> > , > a 

as. 1 os f K dt Sih [x dé. 


> RSS : 2 \ 
= — }, Sin [x dt + Cos fk dt. 
4 3 ë à + ‘ 


Ces intégrales sont linéairement indépendantes, car elles sont con- 
juguées entre elles. Il s'ensuit que l'intégrale générale peut être 
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es 


A . . . . jus + vA 
écrite comme combinaison linéaire de 7,..., 7, 
c 1 4 


; > 
E= Cin + Cn + Cyn + Gn (C= const.) 


( C, cos fh get Ray sin f 4 dt) 
( C, sin f 4 dt + C, cos f 4 at) 
( EPCs Pir a C,Sin fK dt) 7 
(à e Sin [ik dt + GCos f K dt 
dy epg PM (ii) fi [G sin [k dt + GC, me fra] dt 
dre. edt “(i afi n) fn | 2, Sin fa dt + CG cos fre] dt. 


Le système (36) ainsi résolu, nous pouvons en déduire l’intégrale 


(54) 


- > 
générale du système @v = 0. 


40. L'intégrale du système rs =o. 


La pseudodensité o du poids — 1/4 qui figure dans (34) étant cons- 
tante, le vecteur contrevariant fondamental 
> 


$V 60. 


indépendant de la constante ¢, est l'intégrale du système déduit 
de (35), 


> 
Ow =o, 


tandis que le vecteur contrevariant 


[= Le 


(55) las fo 
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e 102 
est l'intégrale du système, déduit de (36), : 
> 
(56 ) DE — 0: 


Le vecteur fondamental 4:, dont les composantes sont 


date | pal 
e a 
dt 


(tr 


étant connu, il représente une intégrale particulière du système (56), 

Je Joe 
et, par conséquent, si l’on substitue dans (55) le symbole 5 tiré 
de (54), on parvient à l'intégrale générale du système (56). En intro- 
duisant les vecteurs 


et les constantes c, a, C, A, 


à E 
Cc cosa, ‘ipp e sina, 


= 
C,—C Coss, C,=— CSmaA, 


l'intégrale générale du système (56) peut done s’écrire 


| Foo (« == fi dt) a] sin (a ts | is a) | 


Re > ps à . A + 
170 | c| ! Cos{ NS [ Kilt) —7Sin(\ 1 | Kat) | 


TC ef * ss Na gt 0 


On a donc le théorème suivant : 


L'intégrale générale \ 57) du système (56), qui définit le vecteur con- 
trevartant déplacé parallèlement le long du rayon de luniière donné dans 
l'espace général de la relativité, s'obtient par trois quadratures, Les 
constantes a, A, c, C sont arbitraires, tandis que l'une des constantes 
ey, ey est nulle et l'autre déterminée par le fait que Cun des vecteurs 


DO CD ed EN 


‘ 
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. . a 
est identique au vecteur w, dont les composantes sont 
s de 7h 
ws gz e J = 
dt 


Remarque. — Quant à l’intégration du système de parallélisme dans 
le cas général, on peut se servir du procédé analogue à celui de Cauchy 
pour trouver la solution formelle du système linéaire | 


n 


as, 
a =D, CAT al): 


C’est ce qu’a fait M. Dienes qui en a déduit beaucoup de résultats 
intéressants ('). 

D'autre part, M. Godeaux (*) a intégré le système en question pour 
une variété riemannienne S, à courbure constante R, dont la métrique 
est définie par 

al 


AS =, )?— WK sin? (i) [(dr, } + sin2.r,(dxr,)?]+ (dx,). 


(1) P. Diengs, Sur l'intégration des équations du déplacement parallèle de 
W. Levi-Civita (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLVI, 1623, 
D 111-192): > 

*) L. Goneaux, L'Univers d’'Einstein et la métrique cayleyenne elliptiqu 
(Bulletin de la clusse des sciences de l’Académie royale de Belgique, 35° série. 


1924, p..129-433). 


eee HHO) er a - 


. Want aur pu st Caprio ar int | 
i) par 2 sp se pet, ms fea oy oly te evnbidle # 

Brut à Viniéseals generate rAeate Ee intr. 

pb he livbdh £09 Wp esnuitt M igi QUHELE ONE 


FA A" ‘} ain 
104 no as ya tree tings at ‘ ruasbo) M MBq nee 


PT ivhineh 1 ADIEU sé i AONE RMT dis ae | 
: ty sais ses 


wii) À 


ae oe aie A fs) F tits. à th ra’ Le Eux 1 


= 


; 


= eee SPL ue rame gro tei ahh ec OT 1 
DOC SEE ATEN AL. arustnas me Eye ED Se DL DIE Ne 


de my he 2 eyes ED | QE ape dde pan) +t here) : Biya 
al isi 
AR AS AY SON tisse) a FF 
d'où the dine wh vista ph sb ns aux 7e a 


\ LER goed 4 eur as 
| mY F 4 ms +2 i htt | 


a 


+ 


SUR Ts sifétu sv) 


CHSCT RS ET AU PE Sh por ne 


En SU tt ve 


F P : tle roriradr POM 
ra 4 nf MEAL le Dai reat ale | fts 4i, tier “pee 
bi rabadivdi roxas qiaibatoieg, Ree 
: rl 
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EXTENSION 


DE LA 


THÉORIE DE SAINT-VENANT 


AUX FILS ÉLASTIQUES 


Par M. J. HAAG 
(à Besançon) 


On sait que toute la théorie des ressorts repose sur la proportionna- 
lité du couple de flexion à l’accroissement de courbure et sur la pro- 
portionnalité du couple de torsion à l’accroissement de torsion. Ces 
lois fondamentales sont ordinairement établies par les raisonnements 
approchés de la résistance des matériaux ou bien par simple extrapo- 
lation de la théorie de Saint-Venant sur la flexion et la torsion des 
prismes. Dans son Mémoire sur le spiral réglant, Phillips a démontré, 
pour le spiral plat, que la première de ces deux lois est une consé- : 
quence rigoureuse de la théorie mathématique de l’élasticité, à condr- 
tion de supposer les dimensions de la section droite très petites vis-à-vis 
du rayon de courbure et de supposer en outre que le moment fléchis- 
sant est constant tout le long du ressort. 

Dans ce qui va suivre, nous allons démontrer simultanément les 
deux lois sans autre hypothèse que la petitesse de la section vis-à-vis du 
rayon de courbure et du rayon de torsion. Nous verrons toutefois que, 
dans certains cas, la formule de la flexion doit étre légérement modifiée. 

Avant d'aborder le problème proprement dit, il nous sera utile d’éta- 
blir, au moyen du calcul tensoriel, les équations générales de l’élasti- 
cité, dans un système quelconque de coordonnées curvilignes (‘). 


(1) Cf. Gatprun, Introduction à la théorie de la relativité. Calcul différentiel 
absolu et Géomélrie (Gauthier-Villars. 1923). 
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. — Equations générales de l'élasticité, en coordonnées curvilignes 
quelconques. 


À. Calcul de la déformation pure. — Soit un système quelconque de 
coordonnées curvilignes contrevariantes x', æ?, æ* et soit 


ds*= gidzidx 


le carré de l'élément linéaire correspondant. 

Considérons maintenant un milieu élastique rapporté à ce système 
et donnons-lui une déformation infiniment petite. Nous supposerons 
que, sous l’action de cette déformation, les coordonnées 2’ d’un point 
quelconque subissent les accroissements infiniment petits w'. Nous 
supposerons, de plus, que le système de coordonnées est légèrement 
modifié, de telle sorte que les g;, subissent les accroissements infini- 
ment petits €;;. 

Cela posé, nous allons calculer les coefficients de la rc 
pure. 

Soient, à l’état naturel, deux points voisins M(ax) et P(x'+ à‘), les a 
étant des variables indépendantes infiniment petites. Le f carré de la 
distance de ces deux points est 


(1) ds? = giya'af, 


Après la déformation, il a subi l'accroissement 


à 9 TA: ; Ov, 
(cs) = = Eu ar! hah + wig ( tl Oak ++ à dar!) + ox! xh -) My 
¢ By ig 
Or, 
À dut 
Oak == (dr) — vr 
ot 
D'où 
: ‘ ‘ous Ou! 9 
(2) 0( ds?) = Ex + Sik = abate ak oi | + oi oh Si u/. 
dc! ou! dr! 
ou 
, du . ou PTT NAT 
O( cls*) = ej ok + —— opal —— aja! + œi xt ui J J 
: Oxi 4 dxi _k due ; 
ou 
et: duh . dul tj Kj 
O\ ds?) fix ah ok aie Hp a! + Jia ax, ah + atk gs (am | J + Lim ‘J 1) . 
i m n 
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Le dernier terme peut s’écrire 
eee Ah ay ky 
atamul |} 4 aan} aie ati Th oat | | 


En portant dans la formule précédente, il vient 
0 ( ds?) = exo ak + œyoiD;uk + «ak Dyui, 


en représentant par D; le symbole des dérivées covariantes. Ceci peut 
s’écrire enfin 


(3) | (ds?) = a hui ak, 
en posant 
(4) oh Diupt De Ext 


Tels sont les coefficients de la déformation pure ('). 


-2. Dilatation cubique. — Un volume V quelconque, Es à l’état 
naturel, devient, RUE la déformation. 


=) i [vs sie dx" dxtdz*. 


On en déduit la dilatation cubique 


Le = 


of om 
\£ Ox \e 
au second ordre près. Or, 
Pre L Ae re ’ 
\s \s — LOW a = 2, 
\Z Ve Ox! 2 2 


en appelant g l’accroissement de g dû aux ¢;,. Donc, 


og AGE. OCuiyg) vg), 
5 edt 


VS 


(5) GS 


(1) Pour ¢;,= 0, on retrouve une formule établie par M. Galbrun ( /oe. eit.). 


8 
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ou encore, d’aprés des formules connues, , 


(6) i= 2 (genx) + Diul= = ef + Di. 


3. Lot de Hooke. — Soit un vecteur unitaire a’. L’effort exercé sur 
l'unité de surface normale à ce vecteur a pour composantes covariantes 


(7) Tyat. 
En coordonnées cartésiennes, on a 
(8) Tax 26 ga+ 2p hi. 


Comme cette relation est invariante, elle est générale. En se repor- 
tant à la formule (4), on a donc 


(9) Ta 20 gu+ p(Diux+ Drui+ 6x). 


Au lieu de remplacer h;; par (4), on peut aussi lui garder la forme 
déduite de (2), ce qui donne 
oui dui Og =, 
(10) Tu =Agu+ p (a 1 Ski Gi a] à) 
Sous cette forme, le caractère d'invariance n’est pas évident. Mais 
la formule est d’une application pratique plus commode. 


4. Equations indéfinies d'équilibre. — Soient X; les composantes 
covariantes de la force extérieure appliquée à l’unité de volume. Les 


trois équations 
X,+ DiT# = 0 


sont les équations indéfinies d'équilibre en coordonnées cartésiennes. 
Comme elles sont invariantes, elles sont générales. Le tenseur T;, 
étant symétrique, on peut aussi écrire 


ke : = 
(11) X;+ 1 ATIVE) tp PER _ 


V g dx 2 Oz! 


Il serail facile d expliciter ces equations en fonction des w, en utilisant _ 
les formules (10). Mais, cela ne nous est pas nécessaire pour la suite. 
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5. Energie de déformation. — Elle est donnée par la formule inva- 
riante 


1 | = 
(12) V= à 1fofofers hixV 8 dx! dx? dx’, 


qui, dans le cas des coordonnées cartésiennes, se réduit à la formule 
de Clapeyron. D’après (8), elle peut aussi s’écrire 


Ey Ve tf [ani + aphih Veda" Hola 


On peut aussi l’exprimer en fonction des T;,. En contractant (8), 


ona | 
Ti —36 +ophi. 


D'autre part, en contractant (4) et en comparant à (6), on voit que 


h;— 0. 

Donc, 
T! 
ù ‘aes DA 2p. 


et, par suite, 
AT! 


state aii eek Ep Fale 
hg (Te ren) 


En portant dans (12), il vient 


f I ipk A i \2 = + 
(14) verfff TE pp (Ti | vida de de. 


Il est facile de vérifier qu’en coordonnées cartésiennes, les formules 
(13) et (14) redonnent bien les diverses formes connues de la formule 


de Clapeyron. 


II. — Application au fil élastique. 


6. Définition des coordonnées. — Nous considérerons notre fil comme 
limité par une surface canal, c'est-à-dire engendrée par une courbe 
plane I’, dont le plan reste normal aux trajectoires de tous ses points. 
Nous appellerons fibre neutre (F) celle de ces trajectoires qui est 
décrite par le centre de gravité de la section droite (A) limitée par I’. 
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- Soit M un point quelconque du fil à l’état naturel. Nous définirons 
ses coordonnées de la manière suivante. Projetons-le en O sur la fibre 
neutre et soit s l’abscisse curviligne de O sur cette courbe. Menons le 
trièdre de Frenet Oxy3, Oz étant la tangente, Ox la normale princi- 
pale et Oy la binormale. Soient (x, y, 0) les coordonnées cartésiennes 
de M par rapport à ce trièdre. Nous prendrons les trois nombres x, 
Y, s pour coordonnées curvilignes de M, soit 


ENS 1 HE) MT 


7. Calcul du ds*?. — Si l’on fait jouer à s le role du temps, on sait que 
les rotations du trièdre Oxyz sont 


Pp — 9; q= pass ss 
R 4% 


en appelant R et T les rayons de courbure et de torsion. 
Si les x‘ augmentent de dz’, le déplacement élémentaire de M a pour 
composantes cartésiennes par rapport à Oxyz ’ 


dr —ry ds, dv+rads, ds—qxds. 


ou 
(15) dx'—rardxc, de+rz'de, dx(1—qz'). 
On a donc 
ds* = (dx! — rade) + (da? + rat das} + (1 — gr} (dr). 
D'où 
(16) lent Sel, SS (1 — qgr}+r(xt+ 9%), 
( Zu =r, Sur); S12— 0. 


Le discriminant g a pour valeur 
(1) Ci ES REA a Et 
Les composantes contrevariantes du tenseur fondamental sont 


Le 24 Fri 
S=I+ — ) RE T + 


(18) £ g g 
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8. Déformation du fil. — La nouvelle forme de la fibre neutre est 
entièrement déterminée si l’on se donne, pour chaque point O : 

1° la dilatation linéaire e; 1 

2° L’accroissément de courbure p; 

3° L’accroissement de torsion = 7. 


La dilatation linéaire permet, en effet, de calculer le nouvel arc s’ 
en fonction de s; puis, 9 et + permettent de calculer la nouvelle cour- 
bure et la nouvelle torsion en fonction de s’ et l'on sait que cela suffit 
pour déterminer la forme et la grandeur de la nouvelle fibre (F'). 

Considérons maintenant le point M du n° 6. Après déformation, il 
occupe ja position M’. Au point M’, nous faisons correspondre, au 
moyen de la courbe F' et par le procédé indiqué au n° 6, les nouvelles 
coordonnées 2’, y’, s’. Nous poserons 


: U2; vy=)'—y, w=s'—s, 
de sorte que À 
DU, Ur, = W. 

Remarquons tout de suite que, pour += y =0, on a nécessaire- 
ment u — 6 =o. Quant à w, il devient une certaine fonction sv, des, 
qui mesure l'accroissement de longueur subi par l'arc s pendant la 
déformation de la fibre neutre. La dérivée de cette fonction n’est autre 
que la dilatation e. Nous poserons 


= wo —+ W, 


de sorte que la fonction W devra s’annuler identiquement pour 
may = 0. 

Observons maintenant que la valeur de w, dépend essentiellement 
du choix de l'origine des arcs sur F. Nous supposerons que cette ori- 
gine coincide avec le point O correspondant au point M pour lequel 
sont écrites les équations d'équilibre. Ceci ne veut pas dire évidem- 
ment que la fonction «, sera identiquement nulle. En particulier, 


sa dérivée continuera à étre égale à e. De sorte que nous remplacerons 


ow OW. 
par W, mais en faisant la convention de remplacer — “par tree 


9, Calcul des 24. — Us résultent des formules (16), si l’on connait 
8 
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les accroissements 2q et cr. Or, 2g, par exemple, représente l'accrois- 
sement subi par la rotation g quand on passe du point O de (F) au 
point O’ de (F’) qui a même abscisse curviligne. D'autre part, nous 
avons appelé p l'accroissement de g entre le point O et le point O" 
de (F’) où vient se placer O après la déformation. Comme l'arc 0'0" est 
égal à ,, on a, en se rappelant la convention faite à la fin du numéro 


précédent, 
. d(oq)__do  dgq 


BER: dy EY gh as 
De même pour or. 
En différentiant (16), on en déduit 
€44 = a9 — &42 — 0, E23 — TT, Es — T)’s 
(19) Es — 2hpx+ 2(2?+ y’)rt, 
ease | ‘il li do t © de __,4q 
avec la convention de remplacer, s'il y a lieu, 5 et par —e 
t dt dr 
as 2 LÉ es 
10. Calcul de la dilatation cubique. — Elle est donnée par la for- 
mule (5) : 
dq 
dei x(e-+ WT) + ug du ov: aW 
(20) os h “Toe OF at Oe 


Il est à remarquer qu'on peut y dériver o et W par rapport as sans 
faire les deux corrections indiquées précédemment, car ces deux cor- 
rections se détruisent. 


14. Conditions aux limites. — Nous supposons qu’aucune force n’est 
appliquée sur la surface latérale du fil. L'une des extrémités A est 
encastrée dans un appui fixe. L’autre extrémité B est soumise a une 
force F et à un couple C. Nous conviendrons que le sens positif sur (F) 
est le sens de A vers B. 

Considérons maintenant les eflorts exercés sur la section droite (A) 
par la portion du fil située du côté des s croissants. Ils constituent un 
système équivalent au système des forces extérieures appliquées entre 
(A) et l'extrémité B. Nous appellerons X, Y, Z, L, M, N les coordon- 
nées cartésiennes de ce système par rapport au trièdre de FrenetOæy3. 
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Voyons comment yont s’écrire les conditions aux limites résultant 
de ces hypothéses. 

Il faut, au préalable, calculer les composantes cartésiennes T,, T,, T. 
de l'effort exercé sur l'élément dont la normale a pour cosinus directeurs 


a, B, Y: 


’ ‘ . - 5 
D'après les formules (15), on a, en appelant a’ les composantes con- 
trevariantes du vecteur cartésien (x, 8, y): 


a=a'—rya, So? yee, yes ating er); 


a) vo à || & * 1 3 4 ia bl r “ 4 ry’ 4 ia al Le D] 
(a1) T= Thoat— ryTiat, P= Tatsore Tit, P.=(1— qx) Tia. 


En éliminant les a entre ces formules, on aura T,, T,, T- en fonction 
linéaire de x, 8, +. 

Pounig surface latérale, on a y— 0; donc à =.0,,0' = 0, 47 =). 
En portant dans (21) etannulantT,,T,, T., on obtient trois conditions 
qui doivent étre vérifiées le long de ie 


Sur la section droite, on a x= 3 = 0, y = +1; donc 


; ry 
(22) Fe a8 ae CHER 


En portant dans (21), on obtient T,, T,, T- et l’on doit avoir 


> 


ve [ [Ted dr, a [ Tydedy. T= ff Ted, 
a e ff LA LE LE 
(23) { L — [ frs dx dy. M=— { | wilde dr, 
N— | | (eT, — yT,)dedy. 


12. Hypothèses sur les dimensions transversales du fil. — Nous allons 
supposer maintenant que les dimensions de la section droite sont très 
petites vis-à-vis des rayons de courbure et de torsion R et T et nous allons 
chercher une solution approchée du problème. 

D'une manière plus précise, imaginons que le contour Tse déduise 
d'une courbe fixe I’ du plan «0y, par une homothétie de centre O et 
de rapport £. Supposons £ infiniment petit et cherchons la partie prin- 
cipale de la solution. 


13. Forme de la solution asymptotique. — Comme on le fait habituel- 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Avrit 192. 19 
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lement dans les problèmes d’équilibre élastique, nons allons nous 
donner a priori la forme de la solution et nous vérifierons que cette 
solution satisfait aux équations indéfinies d'équilibre et aux conditions 
aux limites. Mais, bien entendu, cette vérification ne devra avoir lieu 
qu'asymptotiquement, pour ¢ infiniment petit. 

La forme de la solution nous est tout naturellement suggérée par le 
problème de Saint-Venant. 

Posons, en premier lieu, 

u=mr—ny +a(x—)?)+2bxry. 


(24) 
p—my+ne+2axry +b()— zx), 


m,n, a et b désignant des fonctions de s. 
Posons ensuite 


(25) W = K(2?+ 97) + co, 


où # et c désignent deux nouvelles fonctions de s et une fonction de 
x et de y, déterminée par la condition de vérifier l’équation 


Oo 0° 
6 ha 
(20) Oxi dy? ° 
à l'intérieur de et l'équation 
OF TA ne 
(27) nn hy 1 M 


tout du long de T’, x et 3 désignant les cosinus directeurs de la normale 
extérieure. 
Soit w(x, y) la fonction harmonique à l’intérieur de I’ et qui satis- _ 
fait, sur I’, à l'équation 
De) Ow 
a Er œy — Bx. 
Je dis que l'on a 


(29 — 1? TA . 
9) 9 ro (32) 


En effet, l'équation (26) est évidemment vérifiée par cette fonction. 
On a maintenant . 
d9 _ Ow 99 du 
Ox Ox”? dy ay” 


(30) 
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4 | en posant 
E 


= br yy 
; L'équation (27) s’écrit donc 


| 1 Oo , Ow) 


pies 4 eS PE a fa u 
vs 10 =] (0) Ox). 


| 

Comme les valeurs de x et 8 sont les mêmes au point M'(x', y’) 
de I’ et au point M(x, vy) del’, l'équation ci-dessus ne diffère pas de (28) 
et se trouve vérifiée par hypothèse. 

Lorsque M décrit l'aire (A), M' décrit l’aire homologue (A’) et @ 
garde une valeur finie, ainsi que ses dérivées partielles premières et 
secondes. Dès lors, les formules (29) et (30) nous montrent que ¢ est 
un infiniment petit du second ordre; ses dérivées premières sont des 
infiniment petits du premier ordre et ses dérivées secondes sont des 
quantités finies. 


14. Verification des équations indéfinics.. — Cherchons la limite du 
premier membre de (11), lorsque tend vers zéro. 


2 : : Ol F : 
Remarquons d’abord que, d’après (17), + tend vers zéro, sauf 


oh é : 5 n : 
pour 4 =r, qui donne 5 ji = — 7- D'après (16), on voit de même que 
les cs tendent tous vers zéro, sauf les suivants : 
31" OSs, a gee j US eae - 
( 1) dx! = 24; Ox! —l/. Ox —= ; 


cays 
af #6 od ae qv} +. 7 a lb pre 0, 
nite 
(32) X, + ie —qTi+rT¥=o., 
(244 
ot: 
Na+ Ok. el | =0;: 


On a maintenant 


I 16 J. HAAG, 


D'où 
SET OT op 2 
ark? ork or 


Or, dans les formules (31), l'indice inférieur n'est jamais égal à l’un 
des indices supérieurs. On en conclut que le second terme de la for- 
mule ci-dessus tend vers zéro avec ¢. Comme les g“/ tendent vers un 
ou zéro, suivant que « est égal à 7 ou en lite on voit qu'on peut, 
dans les équations (32), remplacer toutes les composantes mixtes ou 
contrevariantes par les composantes covariantes; de sorte que les 
équations indéfinies s’écrivent, à la limite, 


or k nm hl 
Nit Ga + (Pa Ti — rl = 0. 
fe OT x =) “ahi? 
(33) ‘ N+ oe IT tT =o. 
è Te +4 
N3+ as qV\,=0. 


dx 


Reportons-nous maintenant aux formules (10) et négligeons-y les 
termes du second ordre en ¢. 

Calculons d’abord 0, d'après (20). Comme W est du second ordre et 
n'intervient pas par ses dérivées par rapport à æ ou à y, nous pou- 
vons l’annuler. Il nous reste alors, en utilisant (24), 

(34) j—e+uam+rtia —p -ym)+vt4b+qn). 
Remarquons maintenant que tous les #/ étant au moins du premier 


Dex : 

ordre, nous pouvons, dans (10), remplacer les << par lesvaleurs(31). | 
UL 

On trouve finalement 


T= Tag Ae + amin + py ra th tp) to + qm)] 
deb CA pd han), 
Vase (ht apie: hum ta jak (A Faplio i gma age) 14qm| 
tov] pAb (2% + 2p)qn |, 


“a dy dm {d 
pe at Le 7 f ef + De “ [et _ =} <) - (+ prie+ami], 


es 00 «din on : 
Pag => pee ay { poe t mae | {a(S { :) + (A+ p)r(e 2m | 


+ 
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Portons ces valeurs dans (33). Nous ne commettons que des erreurs 
OT, 
infiniment petites sur les dérivées ae? puisque l’erreur sur T,, est du 


second ordre et devient au plus Ane i ordre par la dérivation. En 
passant a la limite, il vient 
\ X,+ 4a(2+ 2) —7.9 4+ 2pge —(1+2p)qm—=o. 
(36) Not bi 44) + hyn =0, 
- F - de lm 
Ng+(h + 2p) 4+ 2124 p) ae a uk = 0. 
ds PRES } 


15. Vérification des conditions sur la surface latérale. — Nous 
allons vérifier ces conditions au second ordre près par rapport à £. 

Il faut, au préalable, calculer T., T,, T; par les formules (21), ce 
qui nécessite l'évaluation des composantes mixtes T; par la formule 


Ed ES À Là 
Th ti T 


Pour 1, T;; est au moins du premier ordre; done g“/ peut être 
remplacé par un ou zéro, suivant que 7 égale # ou en diffère. D'autre 
part, si l’on néglige le second ordre, les formules (18) se réduisent à 


( oF ) £! 1 — oe rh, oe == fo np, Ve tr Are — Tire gs Sin 


On a, dès lors, avec l’approximation convenue, 


jé — aia Ti ft Ts —T,, rs TS ae 
rasp Pes Fs Frs “s a ead PTS 
Wize lie y V5, see er AT Dy SCPE TTI 55 


>) » F ‘i mi 3 
‘En remplacant, dans (21), 2! parz, 2° par 5, x" parzéro et les TY par 
les valeurs ci-dessus, on obtient les conditions relatives à la surface 
latérale sous la forme suivante : 
TN ON NE NOR A AE LE 
a Tyger li EST ral) S20, 
ou, puisque T,, est nul, 
(39) 
(10) a l,: + 


La condition (39) doit être vériliée quels que sotent .r et y, car le 


ee ees i i 
à HE 7 : 4 
meds ee ial incr an 


‘ ” 


contour I’ ne peut être une droite. On a donc > os SE 
Pee al he ity Tae ae hgn 

eet =— —) a= ;>—— » b=—F. 

ta ah oi oscil RAB) 


i] 


La condition (40) s’écrit ensuite, en tenant compte de (27), 
à AU : 


(xy — Bx) [ue — ga —puT—(i+p)r(e+ am)| 


a a \ PS CRE 
+p (DE 24) (ar + By) =0. 


= En l’intégrant le long de I’, le premier terme disparaît et le deuxième 
devient 24 (G+ 2k JS, en appelant S l’aire de la section droite. 


Comme cette aire n’est pas nulle, on en conclut 


- 


| dm . 
< ra ¢ — 
(42) | ont La or +2hk=0 
et 
(43) à pees tet (14 a \rie + am). 
- ds pe 


En portant (42) et (41) dans (36), on obtient 


(44) NRA ES mr REV Iso 
ds 
en désignant par E le module de Young : 
poe 3A+ 2p) 
Paik a 
: De méme, les équations (35) se réduisent aux suivantes : 


ei ee lessee =O, Ty, = Ele+qny—rlo+ym-+ 2qe)], 


(49) ‘ ij aoe _ 09 e ; ded 06 
iE | lip À FE Eat ) + re | ; Lise er. + (0 4- rer] > 
a 
: en posant 
| 22 VAR Das 
; ds 


16. Vérification des conditions sur la section droite. — En portant (22) 
dans (21), tenant compte de (45) et négligeant le second ordre en £, 


a 
r 
à 
a 
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ona 
Te T;;, T,=T,,, T.=T;,+ 2qxEe, 
ou ; 
0 
| {Ss p52 — (0 + rer | ; 
(47) 


l ¢ 3 
| T=p| 58 + (© +reyals 


T,=E[le+qny — (0+ qm)cr}. A 


Portons ces valeurs dans (23). Nous avons à évaluer les deux inté- 


grales doubles if fs dx dy et [TS dx dy. SoitŸ la fonction conju- 
guée de o. La première intégrale, par exemple, s'écrit 


fear = fsyas. 


D'autre part, d’après (27), on a, le long de F, 


ar i D dy a de + y dy: 
d'où 
es ee + const. 
Donc, 


; x? y? 
fes ds= f. oa Bds= f [> dx dy =o. 
1 fa D3 7 3 


On verrait de même que l’autre Ingres est nulle. 
Dès lors, on a 


(48) = Sr LO 
Puis 
{ £ ah > 
| L —E(Agn — Cop) == Th greeny en ae 
(49) an Ed 
; le Mes hae as Cqn) — Ron 
UN = ( (P +10 +ulre, 


en appelant A, B, I ‘les moments d'inertie de la section droite par 
rapport a Ox, Oy, 0; C son Le d'inertie et P l'intégrale double, 


ee) pag ff (25 a Ÿ Oa GE }avdr. 
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Observons que les formules (47) étant exactes au second ordre 
près, les formules (48) et (49) le sont respectivement au ‘quatrième et 
au cinquième ordre près. 

En éliminant e entre (44) et (48), on a, au troisième ordre près, 


(91) X,S+qZ=0, ke 0; X,5+ — =o. 


On voit qu'à ce degré d’approximation, | égfiilibre nest possible 
que si les forces extérieures satis font aux deux premiéres équations (18) 
et aux: trois équations (51). Sices conditions sont remplies, la troisième 
équation (48) permet de calculer c; les deux premières équations (49) 
donnent ¢ et », et enfin la troisième donne @, donc =, d'après (46). 
Les constantes de la déformation peuvent donc être calculées de manière 
à satis faire à toutes les conditions aux limites (') et le probleme est résolu. 


17. Le fil parfait. — Supposons notre fil en équilibre sous l’action 
de certaines forces extérieures; puis, réduisons homothétiquement la 
section droite du fil dans le rapport £ et faisons en mème temps varier 
les forces proportionnellement à ¢°. 

D’après (48), e varie proportionnellement à ¢; et, d’après (49), 7, ¢, = 
sont de la forme = + bt, a et b étant des constantes. Il s’ensuit, 
d'après (45), que les efforts T,;, T,,, Ts; tendent vers des limites finies 
et non nulles, lorsque ¢ tend vers zéro. Supposons que ces limites 
soient en deca de la limite d’élasticité. Nous voyons que l’on peut, sans 
atteindre la déformation permanente, prendre ¢ assez petit pour que », 
2, = deviennent arbitrairement grands. Bien entendu, toute notre 
théorie cesse, à ce moment, d'être applicable, puisqu'elle suppose 
essentiellement que n, :, = sont très petits. Mais notre raisonnement 
n’en prouve pas moins que la déformation de la fibre neutre ne peut 
plus être infiniment petite. Un tel fil, soumis à de telles forces, peut 
SR I 


(1) Bien entendu, nous ne sommes pas certains qu'à l'extrémité du fil les forces 
extérieures sont réparties sur la section droite, suivant les formules (47). Seule, 
l'équivalence de ce système de forces: avec celui des efforts (47) est assurée. La 
déformation ci-dessus calculée peut donc être inexacte vers les extrémités du fil. mais. 
nous admettons, comme on le fait pour le problème de Saint-Venant. qu'elle le devient 
pratiquement à une certaine distance, 


5 
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donc prendre une forme totalement différente de sa forme naturelle, tout 
en restant, en chacun de ses points, dans les limites de la déformation 
élastique. Nous aboutissons ainsi à la notion de fil par fait ou infiniment 
flexible. 


18. On peut la présenter aussi de la manière suivante. 

Supposons que, la dilatation linéaire e de la fibre neutre restant 
constante, ¢ tende vers zéro. Les formules (48) et (49) nous montrent 
que X, Y, L, M, N sont des infiniment petits du quatrième ordre, tandis 
que Z est du second ordre. A la limite, les efforts sur la section droite 
admettent donc une résultante tangente à la fibre neutre. On sait que 
cette propriété caractérise précisément le {il parfait et l'on reconnait, 
dans les équations (51), les équations indéfinies d'équilibre d'un tel fil. 

A vrai dire, ces équations n’ont été justifiées que pour la forme 
naturelle du fil; mais, on sait qu’elles sont une conséquence nécessaire 
de la nullité des moments L, M, N. On peut d’ailleurs observer que, 
dans le cas du fil parfait, la forme naturelle est indéterminée et peut 
toujours être identifiée avec la forme d'équilibre. 


49. D’après ce quia été dit au a° 17, on voit que /a notion de par faite 
flexibilité est essentiellement relative. Elle dépend à la fois des dimensions 
de la section droite et de la grandeur des forces extérieures. 
Pour qu'il y ait déformation finie, il faut que les valeurs 
9 O yxy: . 
de n, = et — déduites de (49) soient, par exemple, de l’ordre de 
(4 77 ‘ . 
l’unité. Or, supposons, pour fixer les idées, que la section du fil soit 
un cercle de rayon <. L’ordre de grandeur des quantités ci-dessus est 
: i ; 
-- Il s’ensuit que le moment au point O doit 


< 


comparable à celui de E 
Eef 


être de l’ordre de = 

Il faut maintenant que Ee et Eqne, par exemple, ne dépassent pas la 
charge limite d’élasticité. Si P désigne cette dernière, on voit que la 
somme géométrique et le moment résultant des efforts doivent être, en 
gros, respectivement inférieurs à Pe? et Pe*. Si nous prenons le 


a 
LE 
ae 


moment égal à Fp? hous devons avoir 
Ive! 
Pe 
kes 
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ou 
(52) RE 


Ceci montre bien que les dimensions de la section droite doivent étre 
assez petites comparativement à celles du rayon de courbure de la fibre 
neutre. 

Mais, en outre, il faut que le moment soit assez grand. 

Pour fixer les idées, prenons un exemple concret. Supposons que 
l’on ait affaire à un fil de fer d’un millimètre de diamètre. On a, dans 
ce cas, en prenant le kilogramme-poids pour unité de force et le 
millimètre pour unité de longueur, 


Er {= 20000, E— = 
L'inégalité (52) devient 
10000 k aay 
R 7— = 700, soit 70 centimètres. 
14 
20000 


Quant au moment, il doit être de l’ordre de ——— ER - Si R a sa valeur 


minimum, ceci vaut 4 kg x mm, soit environ 200 gr < cm. 
4 


Supposons que le fil soit demi-circulaire à l’état naturel ; suspen- 
dons-le librement par ses deux extrémités et cherchons la condition 
pour qu’il soit flexible sous l’action de pesanteur dans sa moitié infé- 
rieure. 

Le moment minimum est approximativement 2R° mg x mm. On 
doit donc avoir 


2K2>+ X of, soit R > 1000. 
} 


Donc, le rayon minimum du fil doit être de l’ordre de un mètre. 

Bien entendu, il ne faut attacher aucune valeur précise à ces calculs. 
Ils ne peuvent donner qu’une vague indication sur les conditions dans 
lesquelles on peut s’attendre à voir le fil se comporter approximative- 
ment comme un fil parfait. Seules, une théorie rigoureuse ou bien 
l'expérience pourraient trancher la question. Mais, il est bien évident 
néanmoins que le fil précédent se rapprochera beaucoup plus de la 
chainette qu'un fil de même section qui n'aurait qu'un rayon de 10 et 
beaucoup moins qu'un fil qui aurait un rayon de ro", 
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an Fil élastique. — Supposons maintenant que les quantités 7, 


ae ees dues de (49) soient très petites. Notre fil se comporte alors 
comme un fil élastique et c’est à cette hypothèse que nous allons 
désormais nous tenir. 

Dans la pratique, X, Y, Z sont au plus de l’ordre du quotient du 
moment par le rayon de courbure R, sauf au voisinage de l'extrémité 
du filet lorsque aucun couple ne s’y trouve appliqué. Ceci résulte du 
fait que le bras de levier est comparable aR, si l’on écarte l'exception 
mentionnée. Dès lors, on voit d’abord que les deux premières équa- 
tions (48) sont vérifiées, comme il doit, au quatrième ordre près ent. 
La troisième de ces équations nous apprend ensuite que Ee et, par 
conséquent, ze sont de l’ordre de ne ah a Le deuxième terme de 
chacune équations (49) est, par rapport au premier, au plus de 
l'ordre de ! gf — soit (R) > en appelant ¢ le rayon de gyration de la 


section droite par rapport à son centre de gravité. Donc, ce deuxième 
terme est négligeable. Il en est de même, dans (43), pour le troisième 
terme, de sorte que c = @. Finalement, les formules (49) nous donnent 


53) — MA+LC 

fée °= BAB — G5)’ 
LB + MC 

td —— 

4) desma TU: Peter 

# ss pope: 

(35) Sie Te LEA be 

avec 


(56) PE {23 vo) tre. 


Quant aux équations indéfinies (44), elles sont vér ifiées au premier 


dx 
iS dee C ’est- a- -dire 


a 


ordre près. En effet, les X; sont au plus de l’ordre de & 


da second ordre en £ et il en est de même de Eey et de E~ 


21. Interprétation des résultats. — La formule (55) est identique à 

la formule classique de la torsion des cylindres. Pour s’en rendre 
‘ . I NET ETAPE 

compte, il suffit de remarquer que la quantité 0 = = + 7 mest autre 


9 
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que la torsion physique (cf. Bovasse, Résistance des matériaux, 
p. 294). En effet, si l’on suppose fixe le trièdre Oxys, la section droite 
d’abscisse ds tourne, pendant la déformation, de l'angle =ds+dn—@ ds. 

Quant au terme P, qui est une constante entièrement déterminée par 
la connaissance du contour I’, on ne l’introduit généralement pas dans 
la pratique, parce qu'on suppose qu'on a affaire à une section 
circulaire ou de forme voisine. Mais, il faut en tenir compte pour les 
sections de forme allongée (ef. Bouasse, loc. cit., p. 274 à 285). II 
figure d'ailleurs dans la théorie de Saint-Venant. 


22. La formule (53) nous donne la variation de la courbure. Elle se 
réduit à la formule bien connue 


fos} 4 
97 


PT EB’ 


dans le seul cas où C est nul. Done, la formule classique de la flexion 
est applicable à un fil élastique de forme quelconque, pourvu que sa 


section droite admette pour axes principaux d'inertie la normale princi- 


pale et la binormale de la fibre neutre. 

Si cette condition n’est pas remplie, on voit que la variation de 
courbure dépend non seulement du couple de flexion, mais encore du 
moment par rapport à la normale principale. On en conclut que, si un 
ressort est exposé à être soumis à de tels moments, il faut bien prendre 
garde à la condition ci-dessus énoncée, si l’on veut avoir le droit 
d'appliquer la formule ordinaire de la flexion. 

Ceci présente un certain intérêt pratique pour le spiral cylindrique 
des chronomètres. On sait, en effet, que, si le spiral n’est pas parfaite- 
ment centré, la réaction du balancier n’est pas nulle. Elle introduit 
dès lors unm moment perturbateur L, dont l’effet s'ajoute à celui du 
moment féchissant M, suivant la formule (53). Cet effet ne disparait 
que si C = o, Cette condition est, fort heureusement, toujours remplie 
dans la pratique, puisque la section droite du spiral cylindrique estun 
rectangle, dont les axes sont respectivement tangent et normal au 
cylindre rectifiant de la fibre neutre. 


23. La formule (54) nous donne l'angle n dont on a tourné la section 
droite par rapport à la normale principale. On voit qu'il est proportionnel 
au rayon de courbure. Il est indépendant du moment fléchissant dans 


i=) 
Ur 
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le seul cas où C'est nul. Il se réduit alors à 


(58) ee) 


Cette formule, qui ressemble à (57), nous montre que l’angle n est 
inversement proportionnel à A. Dans le cas du spiral cylindrique, 
A est le moment d'inertie de la section droite par rapport à son petit 
axe. Il est beaucoup plus grand que B. Comme, d'autre part, L est 
toujours très petit, on voit que la rotation est insignifiante et l'on peut 
dire que les parots du spiral restent pratiquement cylindriques, comme le 
confirme l’expérience. 

La portion physique globale © est donnée par la formule (55). La 


formule (54), donnant l'angle nen pero point, permet de calculer la 
se 


2 dn : 
dérivée —- et, par suite, += - Nous connaissons donc, en 


ds 
définitive, la courbure et la Het a la nouvelle fibre neutre en 
fonction de son arc et nous pouvons en déterminer la forme et la 
grandeur. 

Dans la théorte du ressort à boudin, on admet comme un fait 
expérimental que la torsion physique est ANR origine géomé- 
trique, de manière à pouvoir calculer le nouveau rayon et me nouveau 
pas. La justification théorique de cette hypothèse résulte de la 
formule (54). si l’on suppose que C et L sont nuls, comme il arrive 
dans les habituelles conditions d’emploi dudit ressort. 


24. Energie de déformation. — Appliquons la formule (14) dans le 
seul cas du fil élastique. Si l'on se rappelle que T,,, T,., T,, sont nuls 
et que T,;, T,;, T;; sont du premier ordre, on a, au troisième ordre 


pres, 
ap eee 72 
= i [ | Et or + qny À + po Né ge 1) ie ue fete duvdyvds, 
DE WAY oll, Ora dey OV E 
La densité linéaire d'énergie est donnée par la formule 


— —=E(sB + qt A= 2egnC) 


Me en li Na Clade 
+ pO us 2 at [| [ee (52) fare | 
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L'intégrale double peut s’écrire, puisque + est harmonique, 


09 \ 0 [_d9 pamela ( 99 ge) Is. 
HEC de) * ay (van) [tear oleae +8 5) 
ou, d’après (27), 


fe (aj — Ba dds f f(y Dr )drdr — — P. 


(59) D (pe B+ gent —opqnC)+ + p(1 +P) 


Donc, 


En tenant compte de (53), (54) et (55), on peut aussi écrire 


dV __ AM?+- BL?+ 2CML N? 


ae ‘ast SEXAB - Ch 2 p(T EP) 


. 


25. La formule habituellement admise est ce que devient (59) pour 
n = 0. On l’établit par un raisonnement élémentaire, qui suppose 
implicitement que cette dernière condition est remplie. Pour contrôler 
l'exactitude de notre théorie, il est indispensable de voir ce que donne 
ce raisonnement quand on tient compte de la rotation n. 

L'énergie de déformation du fil est opposée au travail total accompli 
par les forces intérieures de ce fil entre l’état naturel (E,) et l'état 
déformé (E,). Ce travail doit d’ailleurs être indépendant des états 
intermédiaires, puisqu'il y a potentiel. C’est ce nous allons vérifier en 
le calculant. 

I nous suffit de faire le calcul pour un élément 00'= ds. Il n’y aura 
plus ensuite qu'à intégrer le long du fil. 

Pour évaluer le travail T des forces intérieures de cet élément, nous : 
pouvons choisir arbitrairement le trièdre de différence. Prenons, dès lors, 
le trièdre de Frenet relatif au point O et évaluons le travail élémentaire 
aT correspondant au passage de l’état intermédiaire (E) à l’état infini- 
ment voisin (E+2KE). Ce travail est opposé au travail des couples 
extérieurs appliqués en O et en 0’. 

Le travail du couple — N appliqué en O est — Nôn. 

Le couple appliqué en 0’ a pour composantes, par rapport au triedre 
de Frenet O'x'y's', 


L+dL, M+dM, N+AN. 
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D'autre part, la rotation élémentaire subie par la section droite O’a 
pour composantes suivant les même axes 


0, dods, drds + Ô(n + dn). 
On a donc 


— 0T =(M + dM) pds + (N+ dN)(ôtds + dn + ddn) — Nôn 


ou, en négligeant le second ordre en ds, 


— ÔT = Moods + N ds00 + AINôn = ds( Mp + N60 + Don). 
ds ; 


C’est le terme en on de la parenthèse qui est généralement oublié. 
Remarquons maintenant que l’on a 
dN 
(61) SE —q}#}; 
comme on le voit en exprimant que le système des efforts appliqués 
sur la section droite reste équivalent à lui-même, quand s varie 


dN 
infiniment peu. Portons cette valeur de — dans la formule ci-dessus 
et appliquons en même temps (49); il nt | 


— ÎT— ds[ E(Bp — Cqn)do + p(1+ P)850 + 7E(\qn —Co)ôn] 
ou : 
— 6T =ds[E(Bpoo + Aqg?non) — ECqo(no)+ p(I+ P) 030]. 
Par rapport au symbole ¢, le crochet est une différentielle eracte. Il 
+ a donc bien potentiel et la densité linéaire d'énergie de déformation 
s'obtient en intégrant ledit crochet entre l’état (E, ) et l'état (E,). On 
voit qu’on retrouve bien la formule (59). 


26. Si l’on suppose C = 0, la formule (60)-devient 


dv ae a ee Pr: N? 
(92? REF) inate 

Elle diffère de la formule habituellement admise par le terme en L’. 
Autrement dit, la formule classique qui donne l'énergie dun fil 
déformé n'est exacte que si le couple appliqué en chaque potnt a son 
moment dans le plan rectifiant de la fibre neutre. 

Il serait intéressant d'établir la théorie exacte du spiral réglant 


cylindrique, à partir de la formule (62), suivant la méthode que nous 
9 % 
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avons adoptée, dans un précédent travail, pour le spiral plat. Ceci fera 
l’objet d’un autre Mémoire. 


27. Cas particulier du fil plan. — On a alors r = 0 et l'on voit que 
les g;, définis par les formules (16) ne contiennent plus y. Dès lors, les 
équations (33) continuent à s'appliquer même si y n'est pas infini- 
ment petit. On est alors conduit à se demander à quelle condition les 
résultats précédents demeurent exacts quand on suppose seulemeñt que 
les dimensions de la section droite sont petites dans la direction 
de la normale principale Ox, les dimensions suivant la binormale O y 
pouvant rester finies. Il faut et il suffit pour cela que tous les termes 
en y disparaissent dans les diverses équations, ainsi que la fonction 9. 
Cette dernière doit être identiquement nulle, car le raisonnement fait 
au n°13 ne Jui est plus applicable, l'homothétie qui nous a servi de 
base ayant disparu. 

En annulant les coefficients de ÿ dans (34) et (35), on obtient 


b= rn = Tt 0, LS — = 


Les équations (39) et (41) subsistent; l’équation (40) étant vérifiée 
identiquement. Les conclusions du n° 15 sont toujours valables, ainsi 
que celles du n° 16; les formules (49) se réduisent simplement, si 
l’on néglige e, à 


(63 ) Loa ECos, Ma. EBo«,) No. 


D'autre part, l'équation (Gr) nous montre que L est nul. Done, le 
moment en chaque point doit se réduire au moment de flexion. D'après 
la première équation (63), on voit ensuite que C est nécessairement 
nul et l’on aboutit à la conclusion suivante : 

La théorie de Saint-Venant peut s'étendre à un fil élastique dont la 
Jibre neutre est plane et dont la section droite a des dimensions finies 
perpendiculairement au plan de cette fibre, dans le seul cus de la flexion 
plane.et à condition que l’un des axes centraux d'inertie soit perpendi- 
culaire au plan de flexion. 


Ces conditions sont précisément remplies pour le spiral plat. La 
formule fondamentale de la Chronométrie peut done lui être appliquée 
en toute rigueur, pourvu que l'épaisseur du spiral soit très petite vis- 
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vis de son rayon de courbure, la largeur pouvant être aussi grande que 
l'on veut. C’est ce qui a été démontré pour la première fois par 
Phillips, dans le cas particulier où le moment fléchissant est constant. 


28. Hypothèse de Bernoulli. — Elle consisté à admettre que Les: 
sections droutes restent planes pendant la déformation. Cela revient à 
supposer W — o. 

La fonction x? + y? n'étant pas harmonique, on voit déjà que # est 
nul; donc, m et e sont constants, d'après (42) et (41). Il faut ensuite 
que co soit nul. Cela donne deux solutions : 

1° @—0. D’après (27), on doit avoir ædx + ydy =o sur T; la 
section droite est un cercle. 

2° c = 0. D’après (43) et (41), ceci nous donne 


® + re — 0. 


Or, on vérifie facilement que le premier membre est égal à la torsion 
physique, même si e n’est pas nul. 

Finalement, pour que l'hypothèse de Bernoulli soit exacte, il faut et il 
suffit : 

1° Que la dilatation de la fibre neutre soituni forme ; 

2° Que la section droite soit circulaire ou bien qu'il n'y ait pas de 
torsion. 

Lorsque la deuxième condition est seule réalisée, on a 


d. 
W=—- (a+ 9°) 
ou, d’après (41) et (44), 
— A se GE SI A X,(æ + y?). 


4(A+ p) ds «4p (34+ ap) 


Le plan de chaque section droite se trans forme, par la déformation, en 


un paraboloide de révolution, ayant pour axe la tangente à la fibre neutre 
ap(3A+ 2p) 
aaa 6 aes 

Par exemple, pour un fil pesant et homogéne, suspendu par une de 
ses extrémités, tous les paraboloides sont égaux, car X, est le poids 


spécifique du fil. Ils tournent leur concavité vers le haut. 


et pour paramétre — 


Sas O— — 
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LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ 


(DEUXIEME MEMOIRE ) 


Par M. Georcrs GIRAUD 


Introduction. 


On connaît la difficulté à laquelle se heurtent les tentatives de ré- 
soudre par approximations successives le problème de Dirichlet géné- 
ralisé pour des équations non linéaires. Si par exemple on considère 
dans l’espace à trois dimensions le potentiel 


mw 


(1) ; tiene 2 fay. 


AT 7 


il ne suffit pas que la densité ¢ soit continue pour que l’on puisse en 


déduire la relation aux dérivées partielles 


5 Pu pe ani 
( ris rois 


0. 
t 


> 


Sicases dérivées partielles continues, on peut faire cette déduction; 
mais si ¢ contient les dérivées partielles jusqu’au second ordre d’une 
fonction prise dans une suite d’approximations successives, on ne 
pourra calculer les dérivées secondes de x qu’à condition de connaitre 
les dérivées troisièmes de la fonction précédente; on ne rencontre pas 
ainsi d’élément lié à chaque approximation et s'exprimant à l’aide de 
l'élément analogue lié à l’approximation précédente. La difficulté est 
la même si l’on remplace r ‘, dans la définition de wv, par une fonction 
de Green. 

Dans un Mémoire antérieur (‘}, on a cherché dans les propriétés 


(:) Sur le problème de Dirichlet généralisé; équations non linéaires am va- 
riables (Annales scient. de l’Ec. Norm. sup. t. SLUT, 1926, p. 1-128). Ce Mémoire 
sera par la suite désigné par la lettre D. 


ss 
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des fonctions de variables complexes un élément pouvant jouer ce rôle. 
On trouvait une limite supérieure de la valeur absolue de chaque ap- 
proximation dans un domaine complexe à 2m dimensions (m étant le! 
nombre des variables) contenant à son intérieur le domaine @ où l’on 
veut résoudre le problème : dès lors toutes les dérivées étaient limitées 
dans un domaine à 2m dimensions intérieur au premier et un mode 
convenable d’approximations successives donnait la solution. Toute- 
fois cette solution était soumise à des restrictions génantes : il va sans 
dire que les données devaient être holomorphes, et en outre @ devait 
être assez petit dans toutes ses dimensions et borné par un seul con- 
tour ('). 

Or il n’est pas nécessaire que p ait ses dérivées continues pour que 
l'on puisse passer de (1) à (2). M. Dini a montré (?) qu’il suffit que p 
satisfasse à une condition de Lipschitz généralisée 


eI 


(3) |p(#1 9+ 2) — p(@, 6, €)| <A[(w — a)? + (y — 8)? + (3 — €)*}? (o<h£1). 


On peut démontrer qu’alors non seulement les dérivées secondes de 
u existent, mais elles satisfont à une condition analogue, A étant rem- 
placé par k(1+ AY". Ce résultat toutefois n’a lieu que dans un domaine 
fermé intérieur à celui dans lequel l'intégrale est prise et il doit être con- 
sidérablement étendu pour s'adapter convenablement à notre objet. 
Quoi qu'il en soit, on voit se manifester là le phénomène analytique 
qui permet de découvrir, sans sortir du domaine réel, l'élément dont 
nous parlions plus haut. Simplement en ajoutant ce genre de considé- 
rations à celles du Mémoire cité, il est démontré dans un autre tra- 
vail (*) que si l’on désigne par M, une limite supérieure de la valeur 
absolue de la différence ,,,— u, de deux approximations successives, 
de ses dérivées jusqu’au huitième ordre et du coefficient analogue à & 
relatif aux dérivées huitièmes pour un certain exposant g, analogue ah 
et qui tend vers zéro quand » croit indéfiniment, on a une relation de 
récurrence 
Mu — an M}, 

ot ae ie Se Se ei ee Ck ae oe aE 


(') Cette dernière hypothèse n'était pas indiquée, mais elle était nécessaire. 
(2) Dint, Acta mathematica, t. 25, 1902, p. 185-230; voir D, p. 38 et suivantes. 
(*) Journal de Mathématiques, 9° série, t. VIL, 1929. 
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yu a, augmente indéfiniment, mais d’une façon telle que l’on est as- 
suré de la convergence dès que M, est assez petit. Toutefois le do- 
maine doit encore, avec ce mode de raisonnement, être petit dans 
outes ses dimensions et borné par un seul contour. 

Le présent travail ajoute aux méthodes précédentes deux nouveaux 
noyens d’investigations, dont l’un commande l’autre. Les approxima- 
ions successives étant formées par la résolution d’une suite d’équa- 
tons linéaires, il est évident que la théorie du problème de Dirichlet 
jour les équations linéaires doit étré étudiée d'abord. Dans les travaux 
ités, on se sert d’une solution élémentaire de l’équation, selon-le nom 
lonné par M. Hadamard (‘). Cette solution élémentaire est formée par 
a méthode de M. E. E. Lévi, en résolvant une équation de Fredholm. 
Puis de cette solution élémentaire une autre équation de Fredholm 
yermet de déduire la solution du problème de Dirichlet généralisé. Ici 
10us remplacons ces deux équations de Fredholm successives par un 
eul système de Fredholm, contenant des intégrales d'ordres m et 
m —1 et deux fonctions inconnues, l’une de m, l’autre dé m — 1 va- 
tables ; il est certainement avantageux pour le raisonnement d’avoir 
ünsi une seule fois à examiner si l’on est ou non dans le cas d’un pôle 
le la résolvante de Fredholm. 

- D'autre part il est un cas depuis longtemps signalé par M. Picard où 
es raisonnements se simplifient beaucoup; c’est, en nous bornant à 
duo Tu du ou 


— +a— + b— +cu—=o 
di | gp Oe” Oy 


cas où c est négatif, et plus particulièrement le cas où a — b — 0, | 
étant constant et négatif (?). En nous plaçant dans le cas de l’équa- 
on linéaire générale du type elliptique à m variables, 


1 F (u) => 0,8 Aa, Ao ray a Ge +>. bon Si or (ay = 0), 


iu les coefficients satisfont à certaines conditions de |régularité et se 


(1) Hapamarp, C. R. Acad. des Sc., t. 17C, 1920, p. 149. ~ 
\(*) Voir par exemple Picarn, Selecta, p. 109, 123, 231. M. Picard a aussi insisté 
r ces cas dans son enseignement, par exemple en 1910. 
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réduisent, hors d’une certaine hypersphère, à ceux.de l'équation — 


m 
(5) Soe eH (g const. ), 
a=t 

il est possible d’établir que cette équation possède, si c est négatif 
dans tout l’espace, une solution élémentaire qui tend vers zéro, ainsi 
que ses dérivées, d’une facon exponentielle quand la distance des 
deux points augmente indéfiniment. Or là réside la raison du succès 
complet avec lequel l'emploi de la solution. élémentaire permet, 
comme l’a montré M. Picard ('), de traiter le problème de Dirichlet 
pour l'équation (5). On peut donc s'attendre à pouvoir traiter complè- 
tement ce problème pour l'équation (4) si c est négatif dans @®, du 
moins si le coefficient analogue de l’adjointe est aussi négatif, car on 
pourra, si certaines conditions de régularité sont satisfaites, prolon- 
ger les coefficients hors de @ de manière à remplir toutes Jes hypo- 
thèses. Mais il y a plus; on peut dans tous les cas choisir une fonc- 
tion 7 nulle hors d’une certaine hypersphère, et partout supérieure ac 
et au coefficient analogue de l’adjointe; en introduisant alors la solu- 
tion élémentaire dont il-vient d’être question, relative à F(u) — yu, 
on peut former, pour résoudre le problème de Dirichlet relatif à (4), 
un système de Fredholm à deux fonctions inconnues l’une de m, 
l’autre dem — 1 variables, dont la discussion est entièrement parallèle 
à celle du problème de Dirichlet considéré : si ce dernier problème, 
quand les valeurs données sur le contour S sont nulles, n’a que la 
solution zéro, le système de Fredholm homogène n'a que la solu- 
lion zéro, et par suite le problème de Dirichlet à données non 
nulles a une solution et une seule; si le problème de Dirichlet à 
données nulles a des solutions non nulles, il en est de même du sys- 
tème de Fredholm homogène, et le problème de Dirichlet à données 
quelconques n’est soluble que si le système de Fredholm l’est, chaque 
solution du problème étant donnée par une solution et une seule du 
système de Fredholm. Une autre conséquence de l'étude ici faite est 
que les problèmes de Dirichlet à données nulles relatifs à # et à son 


(1) Picaro, Selecta, p. 231. M. Picard n’a traité explicitement que le cas de trois 
variables, mais ses démonstrations s'étendent d’elles-mémes. 
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adjointe ont le méme nombre de solutions linéairement indépendantes. 
Ces résultats ont lieu quels que soient la mesure de @ et le nombre 
des contours. 

La répercussion sur la question relative aux équations non linéaires 
est immédiate : si l’on se donne une équation de type elliptique 


SUIS IN == Ona) 


x 


F(u)=F aon idee 

0240x%? 0x, 
dépendant d’un paramètre ¢, et si les données sur S dépendént aussi 
de et que l’on connaisse une solution w, relative à la valeur t, de ce pa- 
ramètre, il existe, sous certaines conditions de régularité, une solu- 
tion relative aux valeurs de ¢ voisines de t, pourvu seulement que 
l'équation linéaire qu’on peut appeler équation aux solutions infini- 
ment voisines n'ait pas d'autre solution nulle sur S que Ja solution 
zero. 

Dans les deux premières sections de ce Mémoire sont étudiées des 
fonctions représentées par des intégrales analogues à des potentiels, 
puis la composition de ce qu’on peut appeler les noyaux de ces inté- 
grales. La troisième section voit introduire le problème de Dirichlet 
généralisé pour les équations linéaires et le système de Fredholm qui 
permet de le résoudre pour un domaine suffisamment petit et à un 
seul contour. Le résultat est appliqué dans la section suivante à 
l'étude des dérivées premières et secondes de la solution wu sur la mul- 
tiplicité S, connaissant les valeurs de uv sur S. La cinquième section 
est consacrée au problème de Dirichlet pour un domaine quelconque. 


On établit alors (sixième section) le résultat qui vient d’être annoncé, 


relatif aux équations non linéaires. Enfin une septième section ‘est 
consacrée au cas où les données sont holomorphes; on y établit, par 
la combinaison des méthodes actuelles avec la considération du do- 
maine complexe, deux théorèmes donnant des conditions suffisantes 
l’un pour que u soit holomorphe dans ®, l’autre pour que « soit pro- 
longeable analytiquement au dela de S. 

On a laissé entiérement de côté l’étude des cas où les valeurs don- 
nées sur S ne sont pas continues, des cas où le contour & offre des 
singularités et de tous les cas analogues. De même on ne s’est pas 
occupé des problèmes autres que le problème de Dirichlet intérieur ; 
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-une exception a pourtant été faite pour le problème de Neumann ex- 
térieur, mais dans un cas de nature tout a fait artificielle et seulement 
comme moyen de démonstration en vue du probléme de Dirichlet 
intérieur (section V). | 

On voit que, dans ce travail encore, l'instrument essentiel, pour les 
équations non linéaires, est la méthode des approximations succes- 
sives de M. Picard. Certaines hypothèses paraissent, il est vrai, plus 
restrictives que ne comporte la question; la chose’ est certaine 
dans le cas de deux variables, comme on peut s’en rendre compte par 
la comparaison des résultats des sections VI et VII avec ceux de 
M. Serge Bernstein ('); cette imperfection a pour cause l'imperfec- 
tion des connaissances relatives aux équations linéaires, et les résul- 
tats si intéressants obtenus par M. Gevrey (?), combinés avec les 
méthodes de ce travail, doivent donner une extension nouvelle à 
l'étude du problème de Dirichlet relatif aux équations non linéaires 
et des problèmes analogues (*). 


Définition. — Nous aurons souvent à considérer, dans le cours de 
ce travail, des fonctions satisfaisant à une condition de Lipschitz géné- 
ralisée. On entend par là des fonctions 9(a,, x, ..., æ,), ou 
o(X), X étant le pont (æx,, x, ..., æ,), satisfaisant, quels que 
soient les points X et Y, à la condition 


19(X) — pi <AL*(X, Y), 


(1) Serge Bernstein, Sur la nature analytique des solutions des équations aux 
dérivées partielles du second ordre, Thèse, Paris, 1903; voir aussi Mathematische 
Annalen, t. 62, 1906, p. 255-271, et t. 69, 1910, p. 82-136; Annales scient. de l'Éc. 
Norm. sup., t. 27, 1910, p. 233-256. 

(*) Gevney, C.R. Acad. des Se. t. 158, 1914, p. 1652; t. 171, 1990, p. 610 et 839; 
LE 173. 1921, p. 761; t. 182, 1926, p. 36 et 754; t. 184, 1927, p. 1109 et 1639; t. 185, 
1927. p. 1965; lan. scient. da l'Ec. Norm, sup., t. 33, 1918, p. 129-190. M. Gevrey 
a aussi considéré des équations d'ordre supérieur au second et des équations intégro- 
différentielles. 

(3) Les résultats de ce travail ont fait l'objet de plusieurs Notes (C.R. Acad. des Se.. 
1, 187, 1928, p. 198 et 632; t. 188, 1999, p. 765, 976 ct 1221). Certaines de ces Notes 
restreignent des hypothèses trop larges faites dans les précédentes. 
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où k et A sont des constantes positives “AE et où L(X, Y) est la dis- 
tance des deux points : 


L(X, Y) = (2, Fa) + (me Ja) +. + (Lm— Ym)’. 


Pour abréger, nous dirons alors que 9(X) est continu (L) d’expo- 
sant h et de coefficient k. La mention de l’exposant et celle du coef- 
ficient pourront étre supprimées. 


THÉORÈME 1. — Dans l'espace (x,, æ:, ..., Lm), soient O, un 
domaine borné ouvert de la muluplicité x, = 0, et S, sa frontière. Soient 
d autre part @ et S les ensembles des points dont les m—1 premières 
coordonnées sont respectivement celles de points de O), et de S,, et dont 
la dernière coordonnée x,, est comprise entre zéro (compris) et un nombre 
positif donné. Soient w(A) une fonction continue dans ®,+S, 
et G(X, A) une fonction continue quand X appartient à M +S et A 
0G 
OL 
continues dans les mêmes conditions et ces fonctions étant telles que 


) 


(1) |G(X, A)| << NDO"™"(X, A), ee | <NLM"(X, A) 
- Ly 


a, +8, et que ces deux points ne coincident pas, les dérivée 


Gi Nt, ee hs Bas 5 


où N est une constante. Alors la fonction 


(m—1) 


FO) =f G(X, A) w(A) dV, (OVA el (Oey foley Ung 


est continue (L) d’exposant À st <1 et d’exposant aussi voisin de un 
qu'on veut st À 1. 


Soient en effet X et Y deux points de @, A" la partie commune à @ 
et à une hypersphère de centre X et de rayon 2L(X, Y), @, la partie 
commune à D” et à @,, et D le reste de @,. WD, peut ne pas exister ; 
c’est une hypersphère à m — 1 dimensions ayant pour centre le point X, 
de coordonnées (æ,, æ,, ..., Æn_1, 0) (nous continuerons à désigner 

Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — Mat 1929. 18 


138 GEORGES GIRAUD. | { 


par M,, avec un indice 1, la projection d’un point M quelconque 
sur @,), et pour rayon V4L?(X, Y)—x,,. | 
On a 
(m—1) (72—1) 
F(X) —F(Y) = jh G(X, A)w(A)dVa— f G(Y, A)w(A)dV, 
a; a 


1 


ras [G(X, A)— G(Y, AJ (A)dVi. 


Comme L(X,, A)<<L(X, A), on peut remplacer X par X, dans les 
‘seconds membres de(1) (sim > 1, comme nous le supposonstoujours), 
et il en résulte (') que chacune des intégrales étendues à M est 
moindre que le produit de MNA~'L*(X, Y) par un nombre dépendant 
seulement de m; M désigne le maximum de | (A). 

Reste l'intégrale étendue a). Nous avons, en désignant par = un 
point du segment de droite XY, 


s , m OG ? 
G(X, A)—G(Y, A), (ta 2) (=, A), 
a=! 


d'où 
|G(X, A) — G(Y, A)}<ym NL(X, Y)Lhm(E, A). 


D'ailleurs, A appartenant à @,, 


Mii SAAS kaha, =) >= L(x, A); 


A un) à 
(1) Soit à limiter l'intégrale / p—P d(a;, ..., Am), @® étant un domaine de l'es- 
© . 


pace à m dimensions, ayant pour mesure Q, et p désignant la distance L(A, X), où X 
est un point fixe; p est une constante positive inférieure à m. En partageant l’inté- | 
grale en deux, à l’aide d'une hypersphére de centre X et de rayon arbitraire r, on voit 


qu'elle est moindre que 
m 


2 m go 
An [om —p)T (=)] PP + Or-P, 
2 
Quand r-varie, le minimum de cette fonction est 
LD m\pT —p ELLE 
m(m— p)-'p (an?) Lis ee QMZe , 
2 
Or p “eM, et les facteurs qui suivent ont un produit moindre que le plus grand 


des nombres un et 
m\m m —m 
(ox Ë ) Le CF. | ; 
2 
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donc 
| G(X, A) — G(Y, A) <ÿm2"-2NL(X, Y)Li-m(X, A). 


En multipliant par M, on aura une limite supérieure de la valeur 
absolue de la fonction intégrée dans @' ; nous intégrerons le résultat 
dans la région | 
Ly SLX, Ay SEX, ¥}, 


qui contient @,; L, est une longueur supérieure au maximum de 
L(X, Y) dans M +5. Soit ¢ LA posons 


Ax = La + PCy (H==1, 2, ..., mM—1); 


notre intégrale est moindre que (') le produit de 


9 . 
L A—m 


MNL(X, nf pm (pt + 2) + dp, 


par un facteur dépendant seulement de m;rdésigne V4L?(X, Y ) — 2”, 
si cette quantité est réelle, et zéro dans le cas contraire. e d’abord 


aa 
rStnV3, 
c’est à dire si 
PS Oats OP 


l'intégrale ci-dessus est moindre que 


2L, 

CAT pin—2 dt 
t= . 
Lin m—th?) 
0 


» 


(1+ €) * 
si À<1, ceci est moindre que 


À 

te ahh 

a fe m1 +f Bs * dt 
A EN Ce er 


ou que le produit de (1—2) 'x,,' par une fonction de m, ou enfin 
que le produit de(1— 4)-'L' oe X, Y) par une fonction dem; sii =1, 
c’est moindre que 


1 1—m Lyx TA À 
J (1+ 0) EN a+ f =, 


(1) Voir D,, p. 28 
10 
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ou que le produit de log <* par une fonction dem, ou enfin que le | 


produit de log oxy par une fonction de m. Si maintenant 
d 
T>ZLm V3, 
ce qui entraine . 
| r > L(X, Y)V3, 


cette intégrale est moindre que 


2Lo 11 -1(K. Y x 
f id latte LE LB) CAS), 


=A AM 


et, si À — 1, elle est moindre que 


log — Lo | log —= 
Sixt TEE 
On voit donc que 
k MNA-' (1 — A) LA(X, Y) CE 
(2) PEC LR SIL LAN SE RES ag a 
KMNL(X, Y) bos rx, ti), 
k dépendant seulement de m. 
eae . x Slee 0G 
TutorEme 2. — Sz, en plus des hypothèses du théorème 1, les 
x 
(t—1,2,...,m—1) existent et sont continus pour X >< A et si 
(3) lp qb < NL)+1- mx, HA.) (Gi his Amat, Bcd pm aa) 
OX, 04; 


et st w (A) est continu (L) d’exposant h, F(X) admet par rapport aux 
variables autres que x,, des dérivées continues en tout point de B+S 
non situé sur S,. 


Soient, sur +, = 0, ® l’intérieur d’une hypersphère de centre X, 
et de rayon arbitraire r, $' sa frontière, @, la partie de @, extérieure 
à D.Ona 


(In—1) 


SALES FCA eS G(X, A) w(A)dV,. 


mm reid 
@! 


/ 


Toh SET 
MONTS 


SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ. 141 


Désignons par dS l'élément de I’hypersurface S' 


m—1 


dSa— DC en es Ci 


et soit encore, en prenant S, dans le sens associé au sens (a,, a2, ..., 
A1) de @',, 

Bie Sa eat yO dl aes 16e ols Got) (RES Dee 1), 
cette relation définissant &,(A); (a,,,, ..., a,_,) désigne ce qu’on 


obtient en permutant circulairement a,, ..., a,,_, de façon à amener 
a, en tête, puis en supprimant a,. On aura, si r est assez petit pour 


que S;, soit intérieur à ,, 


= (m—1) Wages 
AS =} en "AD Va [. G(X, A)w(A)m (A) dSq. 
% ®, 


Ceci s'écrit 


OF, (m1) 9G | oa og 
=f, BLA) da + 0%) fe es Oa les 


OX», ’ 


»(m—2) 


(m—1) 
ex f. DE Na f. SONT er on 


Si 
et les deux derniers termes peuvent être remplacés par 
( 72—2) 
ee) 3 UGC Meu Aides 
e on 


(mu—2) 
wi) f G(X, A)[w(X,) — (A )]os (A) dSg. 
Ss) 


Si r tend vers zéro, les différents termes tendent vers des limites, uni- 
et 


ME oF 
formément par rapport à À; ie 
- Alm—A 
ù 0G | ae 
oF “4h DE Le Ay — (Xi dV 


(4) Fe 
{m— 1) 
x 0G 0G 
+ (x) fi (LE + Ge) dVa 


1 


(m—2) 
awk) f GX ae (Aes: 
S 


1 
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Le théorème est démontré et nous allons, de plus, utiliser cette 
formule pour limiter ces dérivées. Soit M une limite supérieure de 
|#(A)| et du coefficient de continuité (L) de w et considérons les 
points X dont la distance aS, est au moins égale au nombre positif ¢; 
alors 


(9) 


OX, 


VERS 


= A+h—1 
| oF = UN( ato Lg sé be m—1 ), 


a étant la mesure de S,, Q celle de @, et ne dépendant que de m. 


AG 
OX, OX 
existent (sauf peut-être si «= m) et sont continus pour X FA A, et st 


Taéorème 3. — St, en plus des hypothèses du théorème 2, les 


AG | 
OL, Ox | 


(6) Ne RARE 


les dérivées de F par rapport aux variables autres que x,, sont continues (L) 
A+h—1 . . 

’ , = 4 J ‘ » 
d exposant ———— dans tout domaine fermé appartenant à ® +5, 
mais sans point commun avec S,. 

En effet, soit © > o une borne inférieure de la distance de Xa 3, 
et soit 7=(1 + h)-'. Il nous suffit de considérer le cas où 
L(X, Y)<=o-t-tôtmn LUNA ES 
Soient alors «D, la partie de «, intérieure à une hypersphère de 
centre X et de rayon 2L'(X, Y)', S, la frontitre de " prise dans le 


sens associé au sens (d,, ..., 4h) de (D, W, la partie restante 
de @,. On a, d’après la formule (4), 


JE ai In—|} : tm li WG ; 
ARTE { nd te Lu Vy (Qa ]dVy 
Or, Jo 


Oa, Ore. 
i nim—li x 2) 
| Ia ou is à 
+ (X,) | (= “ty Jar Aa sx fi G(X, A)wa(A)AS,, 
> 


e œ" 


u ao 


et la formule subsiste si l’on remplace X par Y. Si @' n’existe pas, le 
premier terme subsiste seul. Or, quand A appartient a @,,ona 


OG 0. Le 
Or, (X, A) — a , \)| <\y mNL(X, Yy-™-14(E, A), 
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où = est un point du segment de droite XY. D’ailleurs on a, comme 
dans la démonstration du théorème 1, L(=, A) > 2-'L(X, A). Le pro- 
cédé, employé déjà dans ce théorème, nous donne comme contri- 


~ 


bution de l’intégrale étendue à @ dans la variation de oF , une 


. . . OXy 
quantité inférieure en valeur absolue au produit de 


h—m—1 


Lo ; 
MNL(X, Y) f pat(pt Lx) * dp 


par une fonction de m seulement; r désigne ¥4L?(X, Y) — x2, si cette 


quantité est réelle et zéro dans le cas contraire. Si r<æx,, V3, c’est- 
a-dire si x, > L'((X, Y), la dernière intégrale est moindre que 


as m Ng : 
Ep | / per) ere a+ f oo 7 
0 Z 1 


ou que le produit de (2 — À)-'x,, * par une fonction de m, ou enfin 
que le produit de L’’-*)(X, Y) par une fonction de m. Si r>~2,, V3, 
ce qui entraine r > L'(X, Y) V3, cette intégrale est moindre que 


Lo 
f O- dt <(2 — tr 2 LL (X, YJ; 


En définitive, l’intégrale étendue à @, a, dans la variation de la. 
dérivée, une contribution moindre en valeur absolue que le pro- 
duit de 
MNL'+//-2 (xs Y) 

D ES 

h +1 

Ensuite, les intégrales étendues à |, prises en X ou en Y, sont 
toutes moindres en valeur absolue que le produit de 


par une fonction de m seul; l’exposant de L est 


(A+ A — 1) MNLIÈH-O (X, Y) 


par des fonctions de m seul; l’exposant de L est le même que ci- 
dessus. 
1C*® 
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Pour l’intégrale étendue à S,, on écrit la différence 
: (m—2), : 
[w(X)—w(X)] [G(X A)ma(A) AS, 
ye 


(m—2) . 
= 0%) fi [G(X, A) — G(Y, A)]wa(A) dSq. 


En tenant compte de la valeur absolue constante de L(X, A) sur S, et 
de ce que le rayon r de S, est moindre que 2L’(X; Y), on voit que le 
premier terme est moindre en valeur absolue que le produit d’une : 
fonction de m par 


MNLA(X,, Y,)[2L/(X, Y)pom pi? 211 MNL*+/0—-1)(X, b 


ae | 
TT. Dans le second terme, 
1+h 


on applique la formule des accroissements finis, ce qui donne moins 
que Je produit d’une fonction de m par 


où l’exposant de L est plus grand que 


MNL(X, Y)[2L/(X, Y)p-* pm? =< gh? MNL'+/0—2) (X, Y). 
Ainsi, 


OF dF —— 
(7) Sar C0 = gan (|< ROUE RE MNE #F (x, ¥), 


k ne dépendant que de m, de 6 et du domaine @. 


Tuéonime 4. — Si, en plus des hypothèses du théorème 3, (A) a des 


dérivées premières continues et si les ota eal . i 
P de a das ont, par rapport à x;, 
Voy +. Lm, des dérivées continues pour X =£ A et telles que i) 


(8) 


0 (0G 0G 
——— — À—m- à — 6 
rer + cx) < NL th-1(X, A), 


les dérivées de F(X) par rapport aux variables autres que x,, sont conti- 
nues (L) dans tout domaine fermé appartenant à @ + 8 et sans point com- 


1) Cette partie de l'hypothèse n'intervient pas dans la démonstration de la for- 
mule (9). 


TET ea 


(10) 
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mun avec S,, avec Vexposant}+-h—1 si h+h—1 <3, et avec un 
presen aussi voisin de un ion veut sth=h=1. 


En effet, |’ expression de la dérivée de F (X), trouvée au théorème 2, 
peut s’écrire 


m—)) OG 
ge f (28 rr ae )dVy 


(m—1) 9 (m—2) k 
D f rs m(A)dV, — Î G(X, Am (A), (A)dSi. 
JM, x ; ay 


ou, à l’aide d’une intégration par parties, 


Ox, meat (0G « «dG Ow 


Îm —2) f 
—f GX at Min AMIS. 
3, - 


d’où, en faisant tendre r vers zéro, 


OF ill CULL Eee 
(9) J, Ng Bas v(A)+ G(X, ees fev, 


OT 


ple 1o( A)ea(A) dS. 


La-continuité (L) se déduit alors du théorème 1 pour l'intégrale 
étendue à @,[remarquer que L*~"*'(X, Y)<L "Li"*"(X, Y), ce 
qui permet d'appliquer les mêmes conclusions aux deux termes de 
l'intégrale] et du fait qu’on peut dériver sous le signe ae pour l’inté- 
grale étendue a S,. On voit que l’exposant de continuité (L), fourni 
par ce théorème, est plus grand que celui qu on eae du théorème 
précédent. 

Si M est supérieur aux valeurs absolues de «et de ses dérivées, la 
formule (9) nous montre que 


où 
OX, 


_ MN 
RER SE 


où # ne dépend que de m, de ( et de 5 (minimum des distances de X 
Ann. Éc. Norm., (3), XLVI. — Mal 1929. 19 
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à S,). Ensuite, d’après le théorème 1, +a à 
kMN 3 5 f 
: Lei er 
TE ARC EAN CSS 
| oe 5 ee (A+h<2), 
(11) oa ake << 
kMNL(X, Ÿ)log "= x D 
(Ashi 


k dépendant toujours seulement de m, de @ et de à 

Toutes ces démonstrations subsistent si @ se réduit à @ @,, mais, dans 
ce cas, il n’y a plus jamais lieu de dériver G par rapport à 2,,. Chan- 
geons men m-1, et posons 


ON Ban cca ln): 
, 1 2 pe oe 
nous parvenons aux théorèmes suivants qu'il suffit d’énoncer : 


Tatorene 5. — Soit O un domaine borné ouvert de l'espace à m dimen- 
sions et soit S sa frontière. Soient w(A) une fonction continue dans 
O+ S et G(X, A) une fonction continue ainst que ses dérivées par rap- 
port aux x,(%=1, 2,...,m) quand X et A appartiennent à +8 et 
ne coincident pas, et telle que (*) 

G(X, A) = O[LA-"(X, A)], “ O[D-m—1(X,A)]  (o<X<i). 


Alors la fonction 


(mm) 


F(X) = J. G(X, A)#(A)aV, 


est continue (L) d'exposant 7. sth 1, et d'exposant aussi voisin de un. | 
qu'on veut si À =1. ) 


Tutoreme 6. — Si, en plus des hypothèses du théorème 5, les oe sont 


continus pour X + A, et st 


OG OG 
dry + Jay, 


as Of LAX A) ae a OG ai nk PAR Vented ML 


(1) La notation y = O(3 ) signifie que ys—! est borné, et la notation y = o(z)signifie 
que lim yz-! = 0, 
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et st w(A) est continu (L) d’exposant h, F(X) a des dérivées PIERRE 
continues en tout point de @. 


THÉORÈME 7. — Si, en plus des hypothèses du théorème 6, les . 
sont continus pour X A tel st er 
dG £ ae 
Ot, dre dr == O [ LAcm—2 (X, A)] (a, 6 HN, - À: m), 


ee), Fs ; , DRE : 
les dérivées de F sont continues (L) d’exposant eo dans tout domaine 
Ll I > 
fermé intérieur à @. 


THÉORÈME 8. — Sz, en plus des hypothèses du théorème 7 1, w a des déri- 


pp t L 7 dG 0G 4 4 aE dé 5) 
vées con inues, et st Ox, ces aa. a a, par rapport aux TR, es ers ées con- 


tinues pour X ~ A, et telles que 


g a 0G \ = deme —2 (X | a 
ee = )= OU (X, A)] (Ceol A We WOR 0p 


et st X reste dans un domaine fermé intérieur à @, les dérivées de F(X) 
sont continues (L) d’exposant À + h—1 sth + h < 2 et dexposant 


ausst voisin de un qu'on veut sih=h=1. 
II. 
Tutortme 1. — Soit G(X, A) une fonction définie et continue quand 


les points X et A appartiennent au domaine @ du théorème A de la sec- 
tion | et que leurs m—1 premières coordonnées ne sont pas les mêmes ; 
soit H(A, =) une autre fonction définie et continue quand A et = appar- 
tiennent à (D et que leurs m—1 prenuères coordonnées ne sont pas les 
mémes ; supposons, en outre, que 


(1) | G(X, AY ML EXT AS, 
(H(A, Sy<NLt-"+*1(A,, 2) (o<A<m—1;0<p<m—1) 


(l'indice un servant, comme plus haut, a désigner les projections 
sur D). Alors la fonction 


(m) 
KX,2)= f G(X, A)H(A, 2) dV, 
@ 


148 GEORGES GIRAUD. 
est continue si X, = 3, et 
O[Lt+u-™+1(X,, By) (A+ p<'m—1), 
= oF L, E — ee 
NE of rx] (A+p=m rs 
O(1) (A+p>m—1); 


dans ce dernier cas, K(X, =) est partout continu. 


Par une homothétie suivie d’un déplacement, nous pouvons faire 
revenir sur elle-même la multiplicité a,, — o de façon que le point X, 
vienne à l’origine et le point =, en (1, 0, ..., 0). Alors 


IK(X, =)| < MNLA+H-m+2( X;,,=) 
(77) dV, 


m—h—! m—e—1 


(ai+...+am) *  [(a—1)+a +... + 4) 1 


x< ’ 


l’intégrale étant prise dans le domaine 


OS En < L, L-'*(X,, =, ), at+,..+ai << LL (X,,5,). 
En effectuant d’abord l'intégration par rapport à @,,, nous avons 


| K(X, &)|<MNL, Latium (X;, =) 


ode Ba CU PORT des, 
x m—)h—! m—p—" 
(a?-+...+@n1) ? [(a,—1)®?+...+aR1] 2 : 


Si A+u<m—1, nous intégrons dans l’espace (a,, ..., an) 
entier; en intégrant séparément dans deux hypersphéres de centres 
respectifs l’origine et le point (1, 0,...,0) et de même rayon un demi, 
puis dans la région extérieure à ces hyperspheres et intéricure à une 
hypersphère ayant pour centre l’origine et pour rayon deux, puis dans 
tout l’extérieur de cette dernière, nous trouvons 


(2) |K(X,=)| <A[Ap(m—2A— p—1)P'MNLM H+ (X,,E,) (A+ p< m—1), 


k ne dépendant que de m et du domaine @. 
Si A+ v.=m—tr, la dernière intégrale sera seulement étendue à 
la région comprise entre les hypersphéres de rayons respectifs deux 


ET 7 


(20) IKOGE)< MN log 


LA 
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et L,L~'(X,, &,), ce qui donne 
k L 


0 es 
cox ieee Piast > 
Enfin, si A+ u. > m—1, le même procédé conduit à 
(2 ter) |K(X,2)|<A[Ap(A+ p —m-+1)}°MN (A+p>m—1). 
L'intégrale est, dans ce cas, continue, même si X, et =, viennent se 
confondre; en effet, si l'on étend l’intégrale à la région des points qui 
satisfont à l’une au moins des inégalités 


L(X;,A;)<7r, L(S;, Ay)<r, 


où 7 est une longueur quelconque (région qui contient les singu- 
larités), cette intégrale est moindre en valeur absolue que 


7 RACE ee eae 
2MN f (ai+...+ ar) ? dVa, 


cette nouvelle intégrale étant étendue à la région 
0<@m<ly,  Bi+...+ an <r?, 


et étant, par suite, infiniment petite avec r; il y à donc convergence 
uniforme et la continuité en résulte (*). 


Taéorème 2. — Sc G(X, A) est défini et continu quand X, et A sont 
différents, le second de ces points appartenant à @, et X étant quelconque 
dans @; st H(A, =) est défini et continu quand A et Æ, sont différents, 
À appartenant à @, et = étant quelconque dans 0); st, enfin, 


|G(X, A) <ML-"H1(X;, A), 
|H(A, &)| < NLY-"+1(A, &,) (ox<A<m—1,0<p<m—}), 


(1) La démonstration prouve qu'on peut, dans les limitations (2), (2 brs), (2 ter), 
remplacer les inverses des produits Ap(m—A—p—1, Ay, ... par la somme des 
inverses des facteurs 
I I I I 


Re ——_ ou ae 


+ 
UM  Mm—i—u—i Noe cath 


>| = 


De méme dans la suite de cette section, 
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la fonction 


(m—1) 
K(X,5)= f G(X, A)H(A, =) d(a,, ..., dm) 


@, 
est continue pour X + & et 
, OL Le (X,, 2) (2+ p<m—1), 
K(X, 2)= o| tog ss | (A+ p=m—1), 
O1] (A+p>m—1); 
dans ce dernier cas, la fonction est toujours continue. 


Il suffit, pour le voir, de considérer G(X, A) et H(A, =) comme des 
fonctions de deux points de @, toutes deux indépendantes de a,,. La 
fonction K est alors le produit d’un facteur constant par l'intégrale 


im) 
ip G(X, A)H(A, Z)dV,, 
@ 


ce qui nous raméne au théoréme précédent. 


THÉORÈME 3. — Si @ est un domaine borné de l’espace à m dimensions 
et siG(X, A)et H(A, &) sont deux fonctions définies et continues quand 
X et A ou A et = sont différents et appartiennent à @; si, enfin, 

|G(X, A); << MDX, A), 
PH CASS NN <a NDA CR) (o<A<moo< Bom), 


la fonction 


aim) 


K(X, 2)= | G(X, A) H(A, Z) dV, 


v ® 
est continue pour X >< et 
O[L}+u-n(X,=)] (A+u<m), 
K(X, 5)= < O[logL, — logL(X.Z)] (A+ p=m), 
Of1] (A+p>m); 


la fonction est, dans le dernier cas, toujours continue. 


Cette proposition, d’ailleurs classique, se ramène aussi au théo- 
rème 1. Il suftit de considérer G et H comme fonctions de deux points 


À 
> 
3 
f 
6 
“- 


i | 
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d’un espace à m-+1 dimensions, indépendantes des dernières coor- 
données Wines, a,1.1, Enr, qui pourront varier de zéro à un. L'inté- 
grale qui définit K peut être remplacée par une intégrale d'ordre 
m +1; on retrouve le théorème 1 au changement près te menm-+t1. 


THÉORÈME 4. — SoitG(X,-A) une ve fonction définie et continue quand X 
et À appartiennent au domaine @ du théorème À de la, section | et que 
leurs m—1 premières coordonnées sont différentes, et telle que 


| G(X, A)i < ML*-1(X,. A,) ee ED TEE 


soit, en outre, H(A,Æ).une fonction définie et continue quand A et = 
appartiennent au domaine @ et sont différents, et telle que 


DATA SN) ENLE ER (A, ZE) (op M): 
alors la fonction 


RIXE)= fe G(X, A) H(A. Tdi 
W 


est continue pour X,+ =, et 


\ Of i een( Xi, ,) (A+ p<m-—1), 
R(X.=)— 4 Of[logL, — logL(X,.=,) (A+ p= m—-1), 
Of1] (+u>m—i1): 


dans ce dernier cas, la fonction est toujours continue. 


Nous voyons immédiatement que 


(mn) 


KX, SEMIN f “1 MEN ALMA E)GV 


Une homothétie suivie d’un déplacement peuvent faire revenir la mul- 
tiplicité a, =o sur elle-même. mais en amenant X, à l'origine et =, 
CMC. Oy. 5 0); on voit ainsi que 


RON) EE MN EX, =) 
in) : d\ Pe . 
à M—I—1 - m=. 
(A? +... + am) © Las Pee di am h)*| ? 
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avec h=a,,L~'(X,, =, ); le domaine d'intégration est 


a? -- ai +... + an ED 2(X;, aye 0< am <L,L-(%,. =). 


. . 7 . I 
Pour limiter cette intégrale, nous remarquons que, sia >= et/>0, 


pte dx hee dx af : dx fi * dr ) 
: — /\-2% [)—-2% ————— + ma |e 
ane lis gran ATTY Oar HUE 


cette intégrale est donc moindre que 4(2«%—1)"'/'~**, & étant cons- 
tant si « est borné supérieurement. Dans notre limitation de K(X, =), 
nous pouvons intégrer par rapport à a,, et appliquer le résultat ci-dessus 
si u <{m—1; le résultat est inférieur au produit d'une constante par 
MND (XZ) 
m—p—! 
im) dtaiok fac 


m—1—-1 mb) 


(aj+...+a},,) * [(a—1)}+ai+...+ans] * 


or la dernière intégrale a déjà été rencontrée (théor. 1). On voit ainsi 
Dee 
AMN 
An p—1)(m—À1—p—1) 
(À+pu<m—i1) 


Later ( X,. = 


ÆMN 4 x 
On p—1 °8 L(X,,; =) 
A MN 
À (mn — p — 1)(A+ p—m--1) 
(A+ p> m—1,.p<—m--1); 


a) (R(X, AE Il (A+ p=m—1), 


dans ce dernier cas, on démontre à peu près, comme plus haut 
(théor. 1), que K est toujours continu. Si u2m—1, on peut le rem- 
placer par wu! <Cm—t, de façon que A+uw >m—1; en multipliant 
le résultat par LŸ*, la limitation en sera augmentée; en particulari- 
sant 4’, On aura une limitation de la fonction partout continue K(X, =); 


par exemple, si 
p'=m—1—27!)., 
on. trouve 


(3 bis) [K(X, A) < 42 MN 


Dans ces limitations, # ne dépend que de m et de @. 


7 


= 
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THÉORÈME 5. — St, dans les hypothèses du théorème 3 et en plus de 
: ; 0G 0G A 
celles-ci, les fonctions —, —~., © Da, existent et sont continues pour XA A 
0x, dax ¢ 


et A —— =, et st 


JG © ae 
IX, 


D ni NE a te Loi ho) 


Fo aut |<! NLY— SEAT =) 


et si, en outre, la fonction (A) est continue (L) dans @ avec l’expo- 
sant h et le coefficient x, avec la condition 
h LATEX 
la fonction 
(m) 7 , = r 
K(X, Saws G(X, A)w(A)H(A. 2) dVq 
@ : 


mee OK é : A ee 
admet une dérivée Fn, Continue quand X appartient à @ et est différent 


Lay 


de =; de plus, si X reste dans un domaine fermé intérieur à ®, 


K O[L+u-m1(X,E)] : (A+ p<m-+1), 
a =< O[logL, — logL(X, =)] (A+ p=m-+t). 
: O(1) (At p>m+1); 


dans le dernier cas, cette dérivée est toujours continue. 


is 
Tout d’abord, si À > 1, — se calcule par dérivation sous le signe dk 


et le théorème 3 fournit ne le dedi annoncées sans intervention 


On 


Gas 
des hypothèses relatives à Ê ; à de et à la continuité (L) de w. 


Oa 
Si A<1, soient S, la feontate d’une hypersphére de centre X et de 
rayon arbitraire r< L(X,&), prise dans le sens associé au sens 
(a,, ..., a,) de son intérieur, @, la partie restante de «D, et soit 
(mm) 


K.(X,Z)— | G(X.A)w(A)H(A, = dV. 


@,. 


Posons symboliquement, sur une multiplicité à m—1-dimensions 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Mai 1929. 20 
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prise dans un certain sens, 
dS,= à: d(ausss +++) Ass), 


Ty (A) tog a LR ENT (aga sso dat) (Jet ye Fane cate un) 


(dis Le a,_,) désignant ce qu’on obtient en permutant circulai- 


rement @,, 4, ..., @,, de façon à amener a, en tète, puis en suppri- 
mant a,. 
Ona 


OK, (mn) 0G (À) I A = N és 
En =f = (A) H(A.Z )dVa— | G(X.A)«(A) =)w,(A) dSy. 
Vv, 


Introduisons un domaine @” contenant X et 8, mais non A, et dont 
la partie commune avec (, est (M; sa Con prise FF le sens 
associé au sens (a, ..., me de @” sera nommée 3S’, et la partie 
restante de @ sera @’. Nous avons 


< (mt) (ny 
mal De MCAJII(A sad fe w(A)—w(X)]H(A,Z) dVx 
Ly a 
afin) a Un) 
Fes (e+ a) MCA neue GaN. Aye dN 
ow. \Onrx da, Ja, 


ati) 
=) f GUXLAVIIGALS Yat dS 
‘5! 
+f GENAY Em CX) QU) NGA. 2) eA aS 


Sir tend vers zéro, les différents termes tendent uniformément vers 
des limites, ce qui prouve que 


(4) 7 MAN AT AR 


; a pie 
[ On 


Ons Jo 


NTI 


Gu ts i 
+f JL" \) —w(N)] (AZ) dV, 


TT aG OG dll 
sea TE (= + FE) MA weet Gi. A) = | dV 


a À 


=) fe GINA) INALS os 
5 


vs 


| 


> 
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Reste la limitation. Soit ¢ le minimum de la distance des points X 
considérés à la frontière 8. Considérons d’abord le cas où L(X,=)< 26. 
Alors nous prendrons pour S’ une hypersphère de centre X et de 
rayon 2-'L(X,Æ). Limitons d’abord l'intégrale étendue à @, et consi- 
dérons d’abord la partie de @’ comprise entre 3’ et l'hypersphère de 
centre X et de rayon 2L(X,=). Dans cette partie de @’, la valeur 
absolue de la dérivée de G est moindre que 2”*! ML" (X, =) et la 
mesure du champ d'intégration est moindre que le produit de L’"(X, =) 
par une fonction de m; en tenant compte de la limitation de H, on voit 
que cette partie d’intégrale est moindre que le produit de 


pet MN x LAtp—r-1 (x. =) ë 
par une fonction de m. Dans la partie restante de @’, on a 
L(A,Z)>L(A,X)— L(X.Æ)>2-1L(A.X): 


l'intégrale correspondante est donc (puisque A+ u<m-+1) infé- 
rieure au produit de 
(m+1—A— p)'*MNxLie—7-1(X, =), 


par une fonction de m (voir § I, la démonstration du théorème 1). 


Dans 0”, 

L(A, 4) 22°L(X,=); 
on voit ainsi que les intégrales portant sur H sont moindres que le 
produit de À 
RE) MN ALP ee OX ET 
par des fonctions de m, et l'intégrale restante, moindre que le pro- 
duit de 

RAMNx LT X=) 


par une fonction de m. 
Enfin sur S’ la fonction intégrée est 


O0 [ L+u—2" ( Xx. = Ae 


pendant que la mesure du champ est le produit de L”~'(X,=) par une 


fonction de m. 
Si L(X, =)22¢ 2, en prenant pour S’ une hypersphère de centre X 
et de rayon 2, on arrive à une limitation dépendant de m, dec et de 


14 
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L,, mais indépendante de X et de =. Ainsi 
kKMNx[(A + hk —1) p(m +1—A— pe) Later (XSE) 25: (2 Eu) 
kMNx[(A —1) p(m +1—A—p)P tLe" (X, 3) 
=—|< (A>1,A+p<m-+1), ; 
kMNz[(A —1) p]*[logL,— logL(X,=)] (A+ p=m-+1), 
KMNx[(A —1) p(A+ 2 —m—1)f" (A+p>m+1). 


Le facteur & dépend seulement de m, de © et de L, dans le premier 
cas, seulement de m dans les autres. 


Remarque. — Si l’on avait considéré la fonction 


(m) 


K,(X,2) = A G(X,A)[«(A) — #(2)]H(A,Z) aVa, 


en supposant — 1 << u<m (au lieu de o< u<m), et en ajoutant 
l'hypothèse À > — 1, le même procédé exactement aurait fourni 


(mn) (m9 
= is SS [w(A) —0(E mays [| SS [w(A) — (X)]HdVa 


(m) 
+ [w(X) — w(E) if, (Sn + Sn) + os [eva 


al(mn—tl) 


— {#00 = (Ef GHw,dS,. 


Tutoneme 6. — Si, en plus des hypothèses du théorème 5, existe et 
Sx 


est continu quand A et & sont distincts, et si 


oH WW 
re Ts — NLu+A-m— 1(A, i) =) “(h Sa a L), 

ae PONT pt 

OF, Cuiste et est continue quand X et & sont distincts dans @ et 
x 
A. cae O[Lite+h—m—1(X, E)] (A+pth<m-+1), 
tee Oflog L, —logL(X,=)] (A+p+h=m-+1), 

* O(1) (A+p+h>m-+1), 


pourvu que X et & restent dans un domaine fcrmé intérieur à @. 
Tout d’abord, si A ar re 1,ona 


OW ge eA, 5) 4 G(X/A Ou ; 
+> = Pa w(A)dV, 


OX, 


en al 
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ou 


. ok (mn) À À 
(5) dant af Peace =) + G(X, DE [be (A) #0] aVa 


(72) 
0G OG \ 
wy OX pie eis oA et 
( wo | (se hrs ) MCA.) 


eh Bley, 


(m—1) 
—w(X) f G(X.A) H(A,E) ma (A) dS 


(dans le raisonnement, avant d'intégrer par parties, on a introduit des 
hypersphères infiniment petites de centres X et =). L'intégrale 
étendue à S a une valeur absolue moindre que le produit de MNx par 
un facteur dépendant de m, de @ et de ¢ (borne inférieure des 
distances de X et de Æ aS). Les autres intégrales ont une limi- 
tation du type de l’énoncé (théorème 3). Le théorème se vérifie 
donc. 

Si AS1, u >1, on constate, d’après le théorème précédent, que la 
même formule (5) est valable; l’énoncé se vérifie encore. 

Si A1, L<1, nous partageons @® en une région @” contenant X et 
une région @’ contenant 3; soient S’ et S” les frontières complètes de 

1’ et de ®”, prises dans les sens associés aux sens (a,, ..:, a.) de 


1)’ et de respectivement. La partie de = sant De qui provient de @” 


se déduit de (5) en remplaçant @ et S are r et S”; l’autre partie se 


déduit de (5) en remplaçant w(X) par w(2) et @ et S par W et 3’, 
La partie commune à S’ et a S” peut être l’hypersphére de centre X et 
de rayon 2—'L(X,=); l’intégrale correspondante ayant w(X) — (=) 
en facteur, l'énoncé se vérifie encore. 


Ainsi 
KkMN x Lun (xX , =) 
(A +h —1) (+h —1)(m+1—A—p—h) 
(A+ pth<m-+1}), 
OK Ok KMNaz{ log L, — logL(X, =)] ae 
On, Ds (A+ h—1)(p+h—1) DES eee 


kMNz 
(A+h—1)(p+h—1)(A+p+h—m—1) 
\ (A+pth>m-+1); 
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dans le dernier cas, il ya continuité même pour X = =; / ne depend 
que de m, de @ et de ©. 


TaéorÈME 7. — Si, en plus des hypothèses du théorème 6, les dérivées 
0G au 
dr, das Ja, dep 

et st 


existent et sont continues pour X < À et pour À FE, 


Pu 


0G 
da 023 


OX, 0a% 


= ML?—"—-2(X. A), a < NLb——2(A, =), 


Sere NTA ‘ : : = 
la dérivée dd existe et est continue pour X + = et 


rk = !\ OfLum(X EE) (+u<maa). 

0” = a - 

ET a Boks SER … (A+p=m +2). 
O(1) (ARS mt 2); 


pourvu que X et E restent dans un domaine fermé intérieur à (D. 


En effet, dans l'expression (4), l'intégrale étendue à (’ se dérive 
par rapport à &, en employant la marche du théorème 5; les intégrales 


étendues à @" et aS’ se dérivent sous le signe if 


Pour la limitation, supposons d'abord L(X,=)< 22, à étant le 
minimum des distances de X et de = aux points de S. Soient 0’ et w" 
des hypersphères de centres = et X et de même rayon 2-'L(X,E), 8’ 
et S” leurs frontières prises dans les sens associés aux sens (a. .. 


1? 
an) de leurs intérieurs, @” le reste de @: on a 


ok (n) 0G. ou 
ee A) me j 
dry 02% 24 = fib as Pe FA dés se 
(m) 
2G OG / ol Ou 
(= s—— H(A, =) +5— | — 
+ ( ) LE be (A, | 7 OBR (Sas 5 al 4% 


Un) 
+f Me LCA) — 4 "ONE dV, 


us 0G 0G \ OH 2H 
, 4 LI Md 7 
hs vie (se + oe, 4 Di A) | AE 
(m—1) 
— if At =) w3(A) dS, 


(mA) (m) 
il 
(x) f° G(X, AJ Ba A)dSa + ae Bey EUR 


oh 


> 
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On évalue alors des limites supérieures de chaque terme, en consi- 
dérant à part, comme au théorème 5, la partie de @" intérieure à une 
hypersphère de eentre X et de rayon 2L(X,=), on considère enfin le 
cas où L(X,E) > 25, et l’on trouve 

AMNxLi+p—m-2 (XE) 
(A+h—1)(p+h 1) (m+2—A—p) 
KMNz[logL,— log L(X,=)] 

" (2 4+-h—1)(p+h—1) 


(A+ p<m+2), 


Oh 


OR, 02% 


(A+ p=m- 2), 


KMNx 


= À = a); 
1 (A+h—1)(p+h—1t)(h+p—m-—2) (A+ p> m+ 2) 


la fonction étant, dans le dernier cas, toujours continue, et les facteurs 
k ne dépendant que de m, de @ et de 5. 


TRÉORÈME 8. — Sr, en plus des hypothèses du théorème 7, les fonctions 
G et H peuvent étre dérivées jusqu'à 2p fois (p 2 2), dont p dérivations au 
plus par rapport aux coordonnées de chacun des deux points, dans un 
ordre quelconque, les dérivées obtenues étant continues quand les deux 


points sont différents ; st le résultat de n dérivations de cette sorte (n< 2p) 
appliquées à°G vaut O[L*""(X,A)] et st les opérations i + i 
appliquées une ou plusieurs fois, quand cela est possible d'après ces hy po- 
thèses, à G ou à une de ces dérivées d'ordre n, n'en change pas l'ordre par 
rapport à L(X,A), exception faite du cas où Con applique p de ces opé- 
rations à G, cas où le résultat est O[ Li?" (X, A)]; s'il en est de même 
pour H en remplaçant À par vet X et A par A etE; si w a toutes ses déri- 
vées jusqu'à l'ordre p—1 continues, celles d'ordre p — 1 étant continues 
(L) d’exposant h; st toutes ces conditions sont remplies, K possède les 
mémes propriétés que G ou H, en remplaçant 7. ou u. par À + u., tant que 
les exposants restent négatifs et pourcu que X et & restent dans un 
domaine fermé intérieur à W. 


En effet on constate qu’on peut calculer toutes ces dérivées par 
application des théorèmes précédents; tant qu'il y a au plus p —1 
Ces. i 
dérivations par rapport à chacun des systèmes de variables +, ou £4, 


on peut procéder comme si w=— 1, en soudant le facteur sr à lune des 


: L ate 0 d : : 
fonctions G ou H. Pour les opérations 27 + => on emploie le théo- 


OL, om 
reme 6. 
11% 
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III. 


Soit © un domaine borné ouvert de l’espace à m dimensions où 
l'équation 


(1) F(u)—= Le, Fab + cu = f(X) 
a 


Lt 
LE: OTa 08 

(ph RER En) 
soit de type elliptique; on suppose que a, 3= ay. Les a,,3, b,, c et f 
sont des fonctions de x,, 22, ..., æ,,; les fonctions b,,c, f et les déri- 
vées partielles des a,,4 sont continues (L) dans ©. 

Dire que cette équation est du type elliptique, c’est dire que la 
forme quadratique X,,44, 3(X)paps EN pi, Pa» ---, Pn est définie; nous 
la supposerons positive ; nous désignerons par g une ane inférieure 
positive des racines s du dibrioint de 


Xx, Ax, 3P2P3— $2a Pa, 


quand X est quelconque dans @. 
Soit D le déterminant des a, 4(D > 0); soit A, le quotient par D 
du mineur de a, 4; nous poserons 


(2) H(X,=) = 2,4 A,4( =) (x — 3x) (wy — Es); 
soit encore, en supposant #23, cas auquel nous nous bornerons ('), 
(2 bis) haan *T(™ 1). 

On peut chercher à satisfaire à l'équation (1) par une fonction u du 
type 
É + Un) 2—m 1 

(3) W(X) à f I © (X,2)D.*43)p( Save; 

© 


où ¢ est une fonction à déterminer. Les dérivées premières de wu se 


calculent par dérivation sous le signe if St ¢(=) est continu (L), les 

dérivées secondes de w se calculentalors par application du théoréme 6, 

EN je 1) eons 
CUS Form DD aos 
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section I, et l’on arrive (*) à l'équation 


(4) 800 af" K(X,E He Ve=r00» 


27 


| K(X=)=5[n + (X,5)). 


C'est une équation de Fredholm, dont la fonction déterminante n’est 
certainement pas nulle si la mesure de « est assez petite (7). 

Quand cette fonction déterminante n’est pas nulle, la solution p(X) 
de cette équation est certainement continue si /(X) l’est. Mais alors 
l'intégrale figurant au premier membre est certainement continue (L). 
En effet, 

m+2 


(5) K(XE)=(m—2)H ¥ (X,5) Zusyal ae, s(X) — a4,9(E)] 
x [mAg,y (=) Ap CE) — Ag.g(B) Ay3(S)] (zy — Ey) (xs — Es) 
—(m—2)H- F(X,E) Zu, ba (X) A a,3(2) (ag— Es) 


2—m 


a c(X) Fée à CL); 


à la partie d’intégrale provenant de la première somme s'applique le 
théorème 5, section I; la seconde somme donne lieu à m intégrales 
dont chacune est multipliée par l’un des b,(X), et à chacune desquelles 
s'applique le même théorème; enfin le dernier terme conduit au pro- 


duit de c(X) par une intégrale dérivable sous le signe dé L'intégrale 


du premier membre de (4) est donc continue (L) avec un exposant 
égal au plus petit de.ceux des b, et dec si celui-ci est inférieur à un, 
et avec un exposant aussi voisin de un qu’on veut dans le cas con- 
traire. 

Mais nous avons Dose f(X) continu (L). Done P(X), somme de 
deux fonctions continues (L), est continu (L), avec un exposant égal 
au plus petit de ceux des b,, dec et de f si celui-ci est inférieur à un, 
et avec un exposant aussi voisin de ur qu'on veut dans le cas con- 
traire. 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juin 1929. ; 21 
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Donc ($1, théorèmes 6 et 7), les dérivées secondes de #(X) existent 
et sont continues (L) d’exposant A(1+hA)', k étant l’exposant qui 
vient d’être trouvé pour £; en outre l'équation (1) est satisfaite; ces 
conclusions ne sont toutefois valables que dans un domaine fermé 
quelconque intérieur a. 


Tutonème 4. — Dans une hypersphère suffisamment petite ayant pour 
centre un point quelconque intérieur à @, un changement simultané de 
fonction inconnue et de variables indévendantes permet de remplacer 
l'équation (1) par une autre de même type mais où les coef ficients corres- 
pondant aux b, et à c sont nuls. | 


Pour le démontrer, remarquons que si, dans les formules (3) et (4), 
on remplace @ par une hypersphère de rayon variable r et de centre 
donné intérieur à @, et si M est une limite supérieure de | /(X)|, on 
aura, dès que r sera assez petit, 


|p(X)| <M, 


k étant une constante; par suite 


du 


OX» 


la(X) < Ayr'M, 


<A rTM ARR Pi Sei ian apa 


k, et #, étant d’autres constantes. 
Déterminons alors, par les formules (3) et {4) où « sera remplacé 
par notre hypersphère, une fonction 9(X) telle que 


F[p(\)]=c(X). 

D'après ce qui vient d’être dit, 1 — ¢(X) ne s’annulera nulle part : 

dans l'hypersphère, pourvu que r soit assez petit. Nous poserons alors 
u(N)=Tr= o(X)le ty, 

où e(X) est une nouvelle fonction inconnue; en substituant dans (1) 

et en divisant par 1 — 9(X), nous obtenons une équation de même 


type, mais où c est remplacé par séro; les coefficients des dérivées 
secondes ne sont pas changés; b, est remplacé par 


en - 


to 
Ox? 


by— | 1 =e A X | lEsas,s 


EE: ee 


, LEURS 
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J est remplacé par [t—o(X)]-'/. Cette première opération réussirait 
aussi bien si, au lieu d’une hypersphère de rayon r, on prenait un 
domaine de mesure suffisamment petite. 

Après cette première opération, nous allons reprendre l'équation 
(1) en ajoutant aux hypothèses déjà faites celle que c=o (c’est en 
somme un changement de notation). Nous allons maintenant déter- 
miner, par les équations (3) et (4) où « est remplacé par notre 
hypersphère, des fonctions /,(X) telles que 


EL fa XY] = 0.0%). 


D'après ce qui a été dit, le déterminant fonctionnel des m fonctions 
Ti— fa (ri, ...,2,,) ne s’annulera pas dans l’hypersphère si r est 
assez petit. Nous ferons alors le changement de variables défini par 
les équations 


Pe SS oe a rere 7 Ho == 19), ee), 


où les t, sont les nouvelles variables. Ce changement est valide dans 
une hypersphere de rayon suffisamment petit ayant le centre donné; 
les dérivées partielles premières et secondes des ¢, par rapport aux x, 
et des x, par rapport aux ¢, existent el sont continues (L) dans une 
hypersphère concentrique à cette dernière et de rayon plus petit. Si 
nous écrivons la nouvelle équation 


e 
du ~ ago 


RO SNS ACT 
ax Fey x 


DATE 
où f’ est ce que devient / par le changement de variables, les formules 
liant les nouveaux coefficients aux anetens sont (en ne supposant pas 
= 0) 


TNT ANT Obs 0e ; 
LÉ Oxy OxG 
(6) L' se OP v] Oty 
) == vs PRES RC ng Lalli Ame À 
L Lau Le Oxy O25 oe dry 


rll PET 


Ici nous en concluons que 


= bje=0 = MIE FRONT) 
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D'ailleurs les a, ;, considérés comme fonctions de x,, 2a, ..., Lmy 
ont des dérivées continues (L); il en est donc de même si on les con- 
sidère comme fonctions de £,, t, ..., tm (*). Le théorème est démon- 
tré. Il suffit de reprendre le calcul pour voir que l’exposant de conti- 
nuité (L) des dérivées des a,,4 est k(1 + AY°' si k <1 est le plus petit 
de ceux des b, et de c et que h(1 +h)“ ne dépasse pas Fexposant de 
continuité (L) des dérivées des a,,8; si h(1 + hy" dépasse ce dernier 
exposant, c’est ce dernier qu'il faut prendre; si h=1, il faut le rem- 
placer par un nombre inférieur et la suite s’applique. 


Généralisation du problème de Dirichlet. — Revenons al’équation (1). 
Nous supposerons que la frontière S de @ est telle que les coordonnées 
de ses points puissent s’exprimer à l’aide de m—1 paramètres 5,, 
So, +. Sm—, par des fonctions dont les dérivées partielles existent et 
sont continues (L) et dont les m déterminants fonctionnels ne peuvent 
s’annuler ensemble; il n’est pas nécessaire que la même représentation 
soit valable pour la multiplicité S entière, mais nous supposerons que 
chaque point de S est intérieur à une partie de S dans toute l’étendue 
de laquelle une même représentation paramétrique est valable, et que 
le nombre total des représentations nécessaires est fini. 

Nous nous donnerons une fonction f,(Y)}, définie quand Y est un 
point de S, et qui soit alors fonction continue de s,, 52, . . ., 5m—,- Nous 
nous proposons de trouver une fonction u, continue dans ® +5, 
ayant ses dérivées secondes continues dans ©@, satisfaisant dans ce 
domaine à l’équation (1), et prenant sur S les valeurs /,(Y). C’est ce 
que nous entendons par problème de Dirichlet généralisé pour les équa- 
tions linéaires. | 

On peut, comme plus haut, décomposer K(X, =) en une combi- 


(1) Siw = fu, Us, .:., Up) est une fonction de uy, us, ..., up continue (L) 
d'exposant k et de coefficient M, et que u,, us, ..., Up soient des fonctions de 


Ty, Hq, oe, Um 
continues (L) d’exposant & et de coefficient N, w est une fonction composée de 
Pig dass don 


qui est continue (L) d’exposant AX et de coefficient M(VpN)A. 


LE à PE TT TR 
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naison linéaire de m + 2 fonctions, dont »m +1 sont multipliées soit par 
l'un des b,(X), soit par c(X), et qui toutes satisfont aux mêmes hypo- 
thèses que la fonction G du théorème 7 de la section H; ici A =1, eth 
est l’exposant de continuité (L) des b,, dec, et des dérivées des As, 
Posons 


(272) 


; | 
(7) K(X,2)=f/ K(X, A)D73(A)K?—"(A, E)dV,, KM =K; 
a 


on voit de proche en proche (§ II, théor. 3, 5, 6, 7) que les K® sont 
susceptibles de la même décomposition que K, À étant seulement rem- 
placé par p, en convenant que, dans les limitations des K” et de leurs 
dérivées, quand on est conduit à un FRAME nul pour L(X, =), il 
faut ajouter le facteur O[logL, — logL(X, =)], et quand on est conduit 
à un exposant positif, il faut seulement affirmer que la fonction corres- 
pondante est continue même pour X = =('). 

Celles de ces conclusions qui concernent les dérivées des K” ne 
sont pourtant valables que si les points X et = restent à une distance 
de S supérieure à un minimum positif d’ailleurs quelconque. Pour y 
obvier nous supposerons que les a,,3, les b, et c satisfont aux hypo- 
thèses déjà dites dans un domaine @, comprenant @ à son intérieur. 
Les intégrations qui servent à former les K° seront étendues au 
domainé @,, au lieu de @. De la sorte, les propriétés que nous avons 
en vue auront lieu dans tout domaine fermé intérieur à @,, en parti- 
culier dans + S. 

Si les coefficients de F(u) curterit donnés seulement dans 0+ S 
on pourrait procéder de la façon suivante, qui suppose qu’aux points 
de S, les a, 3 ont leurs dérivées secondes continues (L). En désignant, 


comme nous l'avons déjà fait, par &,, &:, ..., ©, les cosinus direc- 
teurs de la normale à S, nous choisirons m fonctions c,, Cx, ..., Cn 
dont les dérivées par rapport à s,, 5, ..., 8, , soient continues (L), 


dont la somme des carrés fasse un, et qui soient telles que L,o,c, 
ne soit jamais nul. Pour cela on pourra d’abord former m fonctions 
continues sur.S et dans son intérieur et se réduisant sur S respecti- 


(1) C’est par erreur que dans D., page 56, on n’a pas supposé la continuité (L) des 
dérivées des 23,3. 
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vement à &,, G2, ..., ©, (ces fonctions seront, par exemple, des 
solutions du problème de Dirichlet ordinaire, et si S se compose de 
plusieurs contours séparés, on pourra opérer séparément pour chacun 
‘de ceux-ci); puis on formera m polynomes en 2,, Lo, ..., Lm dont 
chacun représente l'une des fonctions précédentes à l'intérieur de 8 


1 
(ou d’un des contours formant $) avec un écart moindre que m ; 
enfin c,, €, ..., ©, seront proportionnels, en chaque point de S, à 


ces polynomes. On considérera ensuite les équations 


Me aX Sun Sas «Res Smad Poe Sul afin Serge + Suen) AS ES NE 


où æ,— 9, est une représentation paramétrique de S; ces équations 


définissent s,, 50, ...,s, comme fonctions continues et à dérivées con- 
tinues (L) de æ,,æ,, ...,æ,, tant qu'on ne s’éloigne pas trop de S. 


On limitera l'intervalle d’oscillation de s,, à deux constantes opposées, 
telles qu’on obtienne un champ où il y ait ainsi correspondance biuni- 
voque, et telles qu’un mème point de ce champ ne puisse être obtenu 
à partir de deux points de S situés dans des régions adniettant des 
représentations paramétriques différentes. Dans la partie de ce champ 
extérieure a, on prendra pour les 4,,: des fonctions linéaires de s,,, 
à coefficients dépendant de s,, s:, ...,s,_,, choisies de façon que ces 


fonctions et leurs dérivées par rapport à s,, soient continues sur S; 


da 4 ete . 
7. ont des dérivées continues (L) par 
Sim 


rapport à 5,, 52, .... 513 les fonctions obtenues ont donc, par rap- 

portàs,,s,,. .,s, ,, leurs dérivées continues (L) et remplissant les 

conditions imposées, On diminuera au besoin l'intervalle de variation 

de s,, de facon que l'équation reste de type elliptique dans le domaine 

étendu. Les coefficients b, et c pourront recevoir, en dehors de @, des 

valeurs indépendantes de s,,, de façon à respecter la continuité sur S. 
Les K°° étant ainsi formés à l’aide de @,, la fonction 


d’après notre hypothèse, les 


my) 2—m | 


if No (X, AyD “(A)K P(A, FA 


a 


» 


vaut OF CN, E)|(p+2<m) sa dérivée par rapport à æ,, cal- 
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culée par dérivation sous le signe al vaut 


O[LPHER(X,E) (pt+i<m); 
on peut encore (§II, théorèmes 5 à 7) calculer ses dérivées ——— Sar = , qu 1 
2 


J° 
Ox Or, 004 Lx pou 
+h—m = ee i 
valent O[ L?--"(X, &)] (phen), et les dérivées dde qui 


valent O[L’-™"'(X, E)](p << m + 1); si patteint les bornes indiquées, 
il faut remplacer O[L°(X, =)] par O[logL, — logL(X, =)], et si p 
dépasse ces bornes, les fonctions correspondantes sont continues 
même pour X = & (toutes ces fonctions sont continues pour X ZE). 
Ces résultats sont valables pour tout domaine fermé intérieur à @,, en 
particulier dans ® +5. 

Nous poserons alors 


valent O[ L?-"(X, 2) (p<_m)], les combinaisons ——— 


ae 


(8) H(X,Z;p)=H = (X,=) 
(m) 2—m pee! 
+ Def. H ? (X, A)D 2(A)K™(A, Z)dVa, 


= 1 


À étant toujours défini par (2 bis). Cette fonction peut être dérivée 
jusqu’à trois fois, dont deux fois par rapport aux x, et une fois par 
rapport aux a,, dans un ordre quelconque; toutes ces dérivées et les 
0 0? Ae 0? 
OX AU Oxa 03 Jr 0A 
et ont des limitations de même sorte que les résultats des mêmes opé- 


2— 2—m 


rations appliquées à H * (X, =). On trouve d’ailleurs que 


combinaisons —— sont continues pour X £ = 


(9) Fx[H(X, = i pp) = KP HEX). 


Soit @, un domaine ouvert, de frontière S,, telle que ®, +5, soit 
intérieur à @, et contienne «@. Nous supposons que la fonction f(X) 
soit continue (L) en tout point de @,, ou bien que nous Favons pro- 
longée dans ce domaine comme il a été dit. Nous allons chercher, pour 
notre problème de Dirichlet généralisé, une solution qui soit du 
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type 
(m) 2—m 1 

(ro) u(X)——2 H ? (X,2)D *(E)p(E)d Vu 
®, 


ter H(X, A; | 

a [ ZA) 5,sa8,8(A) EP) (A) dis, 
VDtA) a3 

où © et 5 sont deux fonctions inconnues dépendant la première d’un 

point de @,, la deuxième d’un point de 8; S est pris dans le sens 


associé au sens (a,, ..., 4, ) de @; on suppose p22. 
Nous supposerons que 9 est continu (L) dans tout domaine fermé 


intérieur à @,, et que s est continu. Dans ces conditions, l’équation (1) 
se traduit par 


(11) 0(X) — à f K(X, 2) FS Ve 


(=) 
ANT WER ALES. OKw+1(X, A) = 
a nf D eA) Gag aA ASS (KX), 


et la condition sur S par (') 


(mm) 2—im 


Ga o(¥)— 3 HM? (Y,=)D 


1 
FE 


(2) p(E)dVa 


ae ne pe PE, dH(Y, A; p) a 
=, | D [2 Wy 4 PE: 1 -). 
3 f D(A) 242.34) da mA ON 


Nous dirons que la première intégrale de (10) est un potentiel de 
domaine attirant, et la seconde, un potentiel de double couche; 9 et 5 
sont les densités de ces potentiels. Si @, déborde @, l'équation (11) 
signifie que, dans tout @, sauf sur S, irestiatn (1) est satisfaite par 
la somme de nos deux potentiels; l'équation (12) entraine que la limite 
de u(X) est f,(Y) quand X tend vers Y par points intérieurs à @. 

Le système formé par les équations (11) et (12) peut être considéré 
comme un systéme de Fredholm. En effet on peut tout d’abord rem- 


(1) D., p. 69 à 80; une modification n’altérant en rien la marche générale du rai- 
sonnement vient de ce qu’actuellement nous ne supposons pas l'existence des dérivées 
secondes des coordonnées des points de S; à cause de cela, dans l'intégrale d’or- 
dre m —1 de (12), la fonction est d'ordre 1+ h— m quand les deux points viennent 
se confondre: voir ci-après (§ IV). 
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placer o par une fonction dépendant non seulemeut des m—1 para- 
- mètres.des points de S, mais d’une variable supplémentaire £, et l’on 
superposera aux iñtégralés d'ordre m — 1 une intégration par rapport 
at entre les limites zéro et un : toutes les intégrales du système sont 
alors d'ordre m; mais, sur les quatre termes de l’équation remplaçant 
(12), a est le seul qui puisse dépendre de £ : il n’en dépend donc pas 
en réalité, de sorte que toute solution du système ainsi transformé 
donne une solution du système des équations (11) et (12). Or pour 
prouver que ce système transformé est un système de Fredholm, il 
suffit de prouver que le procédé classique de l’itération conduit à un 
noyau borné; c’est ce qui est (§ IL, théorèmes 1 à 4), car les noyaux 
des intégrales d’ordre m sont respectivement 


O[Li-™(X, =)] et O[L>™(Y, =)], 
et ceux des autres intégrales, aprés la transformation ci-dessus, sont 
O[L?-"(S,, T,)] et O[L+#-m(8,, T,)] 
où S, et T, désignent les points dé S$ qui correspondent respective- 


ment à YetaA: 


è 


L(S,, T,)=y(s;— ty Lon (= AE + (Sm—1 Ps Em Ds 


h désigne l’exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées 
des points de S; il suffit donc d'appliquer l’itération un nombre de 
fois supérieur à m—r et à (m—1—Ah)h" pour avoir un noyau 
borné ('). 

Montrons maintenant que, si le système des équations (11) et (12) 
est soluble, u(X) satisfait à I’ équation (x) et à la condition sur S. Tout 
d’abord p et s sont continus, ce qui d’après (12) entraine la condition 
sur S. Alors l'intégrale d’ordre m—1 figurant dans (11) représente 
(§ I, théorème 1) une fonction continue (L); il en est de même (§ I, 
théorème 5) de l'intégrale d’ordre m; or le second membre /(X) est 
lui-même continu (L) par hypothèse; donc e(X), seul terme restant, 
est continu (L), et par suite l’équation (11) entraîne l'équation (1). 


(1) Dans une Note (Comptes rendus, 187, p. 499), j'ai parlé de m itérations, ce 
qui est l’entier correspondant à h —1. 


Ann. Ec, Norm., (3), XLVI. — Juin 1929- 22 
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Or il y a un cas où nous sommes sûrs que la fonction déterminante 
de notre système de Fredholm n’est pas nulle : le cas du problème de : 
Dirichlet classique, et plus généralement le cas où les a,,3 sont cons- 
tantes et où b,—=c—0o(x—1, 2, ..., m) (ce cas se ramène au cas 
classique), quand le contour S est d’un seul tenant. Dans ce cas, en 
effet, K(X, =) est nul, de sorte que l'équation (11) se réduit à 


o(X)= f(X) 


et l'équation (12) introduit un potentiel de double couche au sens 
classique du mot. On sait (') que le problème a alors une solution et 
une seule, quel que soit /,(Y). 

Mais on peut établir que si les coefficients a, 5, b,, c et les dérivées 
des a,,s sont fonctions continues d’un paramètre, la fonction détermi- 
nante correspondant à un noyau itéré fini quelconque varie aussi peu 
qu’on veut (*) quand le paramètre varie assez peu. 

Or si l’on transforme © par homothétie de rapport # variable sans 
que ce domaine sorte de la région où les hypothèses sur les coefficients 
sont remplies, cela revient à remplacer l'équation par une autre dans 
laquelle, si # est assez petit, les a,.4 ont dans @ des oscillations aussi 
petites qu'on voudra pendant que leurs dérivées et les fonctions b, etc 
restent aussi petites qu'on voudra. Si donc & est assez petit et que S 
soit d’un seul tenant, la résolvante du système des équations (11) 
et (12) existe, et le problème a une solution et une seule (*). On a 
donc le théorème suivant : 


Tutorime 2. — Sv f(X), les coefficients b, et c et les dérivées des coe f- 


(1) Voir par exemple E. Goursat, Cours d'Analyse mathématique, t. III, 2° édi- 
tion, p. 512; ou Heywoop et FRÉCHET, L’équation de Fredholm et ses applications 
à la Physique mathématique, p. 113. Si S se compose de g +1 contours, dont q 
sont situés à l'intérieur du dernier, on voit facilement que l'équation de Fredholm 
formée à la manière classique n’est soluble que moyennant q conditions. Cela ne 
signifie pas que le problème ne soit pas possible dans ce cas (on sait au contraire 
qu'il l'est), mais seulement que sa solution n’est pas représentable par un potentiel 
ordinaire. 

(2) D., p. 83; l'adaptation des raisonnements au cas présent n'offre aucune difficulté. 

(3) On peut prouver (voir $ V ci-après) qu’il ne peut y avoir plusieurs fonctions w 
si Æest assez petit; celle qu'on représente par l'expression (10) est donc la seule 
solution. 
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ficients a,,s sont continus (L) dans une région débordant ®, et si le 
domaine ®, homothétique d’un domaine fixe dans un rapport suf fisam- 
ment petit, a un contour d'un seul tenant et satisfaisant aux hypothèses 
déjà énoncées, le problème de Dirichlet admet une solution et une seule. 


IV. 


Nous nous proposons maintenant d’étudier ce que deviennent sur le 
contour $ d’un domaine @ quelconque les dérivées des solutions du 
probléme de Dirichlet généralisé. Nous ne pourrons le faire qu’en 
imposant aux coefficients de l’équation et à S des conditions supplé- 
mentaires de régularité. 

Même si @ n’est pas très petit dans toutes ses dimensions, le cas qui 
fait l’objet du théorème 2 de la section précédente suffira à notre étude. 
En effet, en procédant comme pour le prolongement des coefficients 
hors de @, nous introduirons des variables s,, s,, ..., s, corespon- 
dant d’une façon biunivoque à x,, æ,, ..., x, tant qu’on ne s'éloigne 
pas trop de S, qui correspond à s, — o. Faisons en sorte que s,— 0 
(% =1, 2, ...,m) corresponde à un point donné de S. En supposant 
5m < 0 dans @, nous pourrons considérer le domaine des points rem- 
plissant soit les conditions simultanées 


£ , 
0 Sn 21; si4+s34+...+53,.,<4r', 


soit les conditions simultanées 


+ si +... +5 2472, 
(s?+s2?+...+ 5, — 27m + 47) A6 (ST +...+ 5,1); 


r étant une longueur aussi petite qu'on veut. Enrevenantàx,,x,, ..., 
Xm, On constate que la frontière de ce domaine remplit les conditions 
imposées à S; sir est assez petit, ce domaine est intérieur à © et la 
méthode de la section III permet de résoudre pour lui le problème de 
Dirichlet (même raisonnement que pour des domaines homothétiques 
à un domaine fixe). Il suffira donc de considérer # comme donné sur 
la frontière de ce domaine, et d’étudier ce que deviennent ses dérivées 
quand X tend vers la partie s,, = o de cette frontière. 

| a 
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Il nous sera commode d'opérer dans le système des variables (s,, 
Say +. $m. Nous nommerons (5,, 52, ..., 5m) ou S ce que devient X, 
et (ty, ta, .. +5 tn) ou T ce que devient =. 

Des maven de transformation [§ III, (6)], il résulte que le déter- 
minant D’ des ag vaut 

: oe d( 5, So, » ad Es) | 
(1) D'=| re ae ee D. 

! 
H(X, =) devient une fonction H’(S, T) qui n’est pas un polynome 
ên si, 5h02 2, Sm) MAIS 


'(S, T)—Z2,5A;5(=)(xy— Ey) }(æ5 — &) 


dËy OF 
= Zap ysAya(=) SH gra (ee ta) (3 ts) + OLIS. T)], 


h étant l’exposant de continuité (L) des dérivées de &,, &, ...,£,. Or 


(aia. ns bn) Oty Ati ak asc ) Sos 
dans "7", le mineur relatif à —* est "=" —!. On en 
TNS se dy A (Est tne» Ent) Ole 
conclut 
dy dts 
v Y ere 
Aa,p= 2,8 Ar. Ots Ot3 


et par suite 
(a)  H’(S, T)= 2,344, 8(T)(sa— ta) (s3— tg) + O[LA(S, T)]. 


Cherchons ce que devient l'intégrale d’ordre m — 1 de laformule (10) 
de la section III. En désignant par H'(S,T;p)ce que devient H(X, A;p), 
nous aurons l'égalité symbolique 


OH(X, A; 

SP) daa ++ +y Aas) 

OH'(S, T; p) Oty Ala, eetypagey) 
Oty ag O( tsi4, ..., 15) 


OH'(S, T; p) d(a,, .. , am) 
dt, AURA AY 


Z:,3(— 1) tige (A) 


— 2x, 8,7,8( su ch ree. L A) 
X d(t541, Or EX | (5-1) 
a Z, al Te 1) 'm—1) la 5('T) 


a dits ars hs hs a) 


les a,,; étant définis par la première équation (6) de la section HI. 


cas pet 
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- Puisque S est la multiplicité s,, = 0, on a, en posant o(A) = 5'(T), 
nage eG) * OH(X, A; 
[ DA Fa Sa, (— 1) A) ag g (A) ( jae iP) 
X A(Ae+1; ee y+) 


OAT) dla: am) oH'(S, T; p) 
— (_— j}n—1 ; CL Noe RL Zga On: T ? +P 
ae ip rLLCSECICR ENE) naga 


a LÉ eee ie 


L'intégrale doit être prise dans le sens associé au sens (t,, ..., tn) 


d(a,, ..., Gm) 


de ou dans le sens opposé selon que est positif ou 


Mik ie bal 
négatif; on peut la prendre toujours dans le sens associé au sens 
({t,, ..., th) à condition de remplacer le déterminant fonctionnel par 


sa valeur absolue, ce qui donne 


2 | aH (X, A; 
D A) ag mH (A) OR) 
(3) Pa Agee ss Qx—1) 
¢ aA À HAS Ts 
=D ns, g(— 9m Mag (TE Fi) 
Denby ae, sey lai) 
A {Un —1) q(A) ; OH(X, À ; P) 
__ 7) 'm—1) 1x—1)  ——— 
J, VDA) dre ea dag 
(4): d(ds; OICCE Au) 
Rail) OH'(S, T; p) 
Le Es ar ET a 4 —___—*d(t ces Em— Me 
| (—1) ‘a (DT) 8 8 ( ) das 1 1 


Si l’on veut regarder d(ti,..., tu) comme positif, il faudra mul- 
tiplier par (—1)” si 4, est positif dans «D, et par (—1)"7' si 4, est 
négatif dans ©. 

Cherchons la partie d'ordre 1 — » dans le second membre de (3): 
elle provient exclusivement de 


sa se. oH'(S, T) 


2 — m (T) H’ 2(S, T) Z:,8(— jet ge 9 ( T) Oty, 


D’ 


ea A( tov: stat) 
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Mais 
dH'(S, T) _, 0H(X, À) day + dosrbus Mi 
Ot = À, day Zz Ot3 — 22 rar (À) Gr (La ax) 
+ O[L*(S, T)] 
=— 22a,y.8Aay(A) oF day 1 Ge (è — t3) + OL L'+*(S, T)] 


h étant l’exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées des 
points de S (*); cela s’écrit 
oH'(S, T) 


5 = — 2250 &(T)(s8— ts) + O[L'#(S, T)]. 
ty ; 


Cette partie d’ordre 1 — m est donc 


m 


| 
(m —23)D ?(T)H' 2 (S, T) Eg(— 1)" 8" ( 55 — 15) d (tang, ..., 5-3); 


si T est sur S, il faut donner à ¢ la seule valeur m. | 
oH'(S,T) 
: 0te 

et sa partie du premier ordre — 2(s,, — ¢,,), nous emploierons la nota- 
tion suivante. Nous poserons 


Pour manier commodément la différence entre Esa,g(T) 


So. — by = Oly tu, xs M), 


en considérant cela comme une différentielle de la variable indépen- 
dante ¢,. Si F(4,, ...,¢,) est une fonction quelconque, nous note- 
rons cF,o’F, ... les différentielles totales correspondantes du pre- 
mier, du second ordre, . .. ; AF désignera F(s,, ..., 5.) —F(t,, ..., tm): 
Alors 


So an (98a ‘0a 

S9aing(T) Jo = — 223, 1,7 Am B(T) Aa,y(A) May = x 
À OAy3(A) da 
4 Z m T) te = = 

2,8,7,8 4,8 ( +-% Oty Aa fo 
(1) Si F(#. .... tm) a ses dérivées continues (L) dexposant A et de coefficient M. 
F(s,, Say cece Sin) — F(t, to, tary tm) 
7) 
= = La(sa— ta) LU + Os) tm 6(sm—tu)] (0 SO <1), 
d'où 
| Bs. Shag Sm) — F(t, me 5 tn) — Bal fa ta) SE Citi. Dear tm) | 


4 £M04 LA(S, T) Sy] sg—tg|< My mLI+h(S, T); 
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- Retranchons 


Oba 


— 2 Za,8,y Am, 8 (T)Ax,y(A) Ota Ody, 


qui, on l’a vu, se réduit à — 2 du,,: il reste 


ee Ody + 
LE 2 Za,6,y Am,8( T) Ag y(A) 5 (Aa, — day) 
Âge Ada 


04% Ots 


. 


+ 2a,8,y,¢4m,8(T) Aa, Aa. 
Nous pouvons dériver par rapport à s- cette expression qui vaut 
/ ‘ PP ° P q 
O[L'*“(S, T)]; la dérivée est 
fee ele d 
— 2 24,8, 4m,B(T)Aa,y(A) on 


, OAy . da, 0x 
a= 2 Za,8,y,e Am, B(T) Cee are Fp Ade: 


ce résultat vaut O[ L’(S, T)]. 

. Donc, dans l'intégrale du second membre de (4), siS est sur S, le 

coefficient de o’(T) est O[L'+:-"(S,T)] et ses dérivées par rapport 

à 5,, -.-, 5m valent O[L"-"(S, T)]. Cela suffit (§ I, théor. 5) à prou- 
ver que, si o/(T) ou o(A) est continu, l’intégrale est continue (L). - 
Or cette intégrale est la seconde de celles de l’équation (12) de la sec- 

tion Il; la première intégrale de cette même équation est dérivable 


sous le signe T: donc, si f,(Y) est continu (L), il en est de mème 
de o(Y). Si l’exposant de continuité (L) de /,(Y) par rapport à 
Sj, -.., 5, est k, celui de 5 est le plus petit des nombres À et #, à 
moins que h=k=r1; dans ce dernier cas, l’exposant est, pour 5, 
aussi peu inférieur à un qu’on veut. | 


Taéorëme 1. — Si les fonctions b,, c, f et les dérivées des a, 3 sont 
continues (L) dans un domaine débordant @ et que les dérivées des 
coordonnées des points de 'S par rapport à $,, $2) ..., 5n—, SOtent con- 
tinues (L), st, en outre, une solution u de l'équation (1) de la section WI 


est continue dans + S, et que ses dérivées secondes soient continues en 


€ . , , 
à tendent uni formément vers 3éro en 


6 Ok 
tout point de W), les produits are 
méme temps que la plus courte distance à de X aux points de 8. 


12% 
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Pour le démontrer, nous allons remplacer. ® par le domaine défini 
au début de cette section, de façon à pouvoir utiliser les équations (10) 
à (12) de la section III. Nous savons que, dans nos hypothèses, o(Y) 
est continu; il suffit donc de démontrer que la fonction wu représentée 
par l'équation (10) (§ III) a des dérivées dont le produit par s, tend 
vers zéro avec s,, pourvu que o soit continu. Pour simplifier la nota- 
tion, nous confondrons les systèmes de variables (s,, 52, ..., 5m) 
et (2, @, ..., Lm); ce que nous allons dire sera vrai, quel que soit 
le système qui a servi à former la fonction H(X,A;p). Ainsi, une 
partie de S se réduit à æ,—0; l’origine est à l'intérieur de cette 


> 


: oy du , 
partie de S et nous avons à démontrer que x, = tend vers zéro 
a 


quand X tend vers l’origine. 

Or, la première intégrale du second membre de (10) (§ III) a des 
os continues même sur S. Il nous suffit donc de nous occuper 
de la seconde intégrale. Dans celle-ci, nous pouvons, de même, laisser 
de côté l'intégrale étendue à une partie de S ne contenant pas l'ori- 
gine. Nous avons donc à démontrer que ; 


( 72 —1) \ ; F 
: id 0 OH(X, A; p) 1 
ahem fi Or, 2g am,3(A) D Cage © d(a;, ss Ami) 


=; ai . ISm 05: 
du système primitif de variables, que les rade, Se; ne pas 
‘ Ty TE 


oublier, en effet, que, dans nos hypothèses, il n’y a pas d’équation 
analogue à (1) (§ IL) pour les variables 5,, ..., Sng puisque les fone- 


tions xv, de s,,...,5, n’ont pas de dérivées secondes assurées 
d(a,, ..., an) est regardé comme positif et l'intégrale est étendue a 
la région 
CE 1 er, 2 ene 
2, est supposé positif dans @. 
Nous pouvons encore laisser de côté, sous le signe f toute fonc- 
tion O[ L'-™(X, A)], car l'intégrale correspondante vaut 


—1 


ar h—m rep, h—m 
( | | (s2 + x2) 2. git-2 «| — (0 ae if (1 ate i) 2 ¢m—2 dt ; 
0 ) 


0 
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. aoe he 5 s À a . . . 
si h<C1, cela fait O(x,,'), car l'intégrale de zéro à l'infini existe; 


m 


Si À—1, l'intégrale est moindre que 


aL 


a 1—m r 
ip Get renee dia log 3 
0 


où a=rL,", L, étant supérieur au maximum de la distance mutuelle 
de deux points de @; dans les deux cas, cette intégrale est o(x,,') et 
nous pouvons la laisser de côté. 

Nous sommes ainsi ramenés à 


1 m—1) ; 
A Lim 
ahem f eis AR eS Se ee ALT PAPERS PRE 7p eens Gaile 


Meee a 23,7 Ag,7(A) (vg — ag) (ay — ay)]? 


en négligeant un facteur constant; en ajoutant encore une fonction 
O[L'~"(X, A)] à la fonction intégrée, cela devient 


(72 —1) , RAA 
ee Î a SORTE ni NTI ye a 
‘Dp \ a à a ds 
PEUT Og yg (X) (09 — ag) (ey = ay) FP 


On peut faire passer x, sous le signe le en le remplaçant par x,, — a,,; 


on a ainsi le produit de o(A)D *(A)(x,,—4,,)d(@,, ..-5 @m—1) par 


0 Xm — Am 


142 ? 


dy > Fa 
[2g.yAgy(X) (23 ae as) (Ly re ay) |? 
qui est une fonction homogène d’ordre — m des a, — x,. Cette fonc- 
tion a le signe de 
(Ln — Am) 2g Aq,g(X) (23 — ag) (aA m), 


M(Lm — Am) 2X3 Am.3(X) (eg — 43) — 25.74.78) (ts — ag) (ey— ay) (a= mn), 


c’est-à-dire le signe d’une forme quadratique. On peut décomposer 
cette forme en deux autres formées l’une de carrés positifs, l’autre de 
carrés négatifs, et l’on verra comme dans un travail antérieur (') qu'en 


remplaçant o(A)D *(A) par un et en étendant l'intégrale à une frac- 


(1) D., p. 73 à 76. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Juin 1929. 23 
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7 
tion quelconque de la région donnée, la valeur absolue du résultat est 
inférieure à un nombre fixe. On en conclut, comme dans ce même 
travail, que si o est nul à l’origine, notre expression tend vers zéro 
quand X tend vers l’origine. 


i 
Il suffit de voir maintenant ce qui arrive sic(A)D *(A) est constant, 
égal à un, par exemple. Dans ce cas, nous remplacerons 


(— 1) (am — Bm) A( ay, : +; Am) par Zola — dx) Da(A) dSa, 


et nous intégrerons sur une surface fermée, comprenant la multi- 
plicité d'intégration que nous avions déjà. Nous ferons sur les a, — x, 
un changement linéaire de variables tel que 


23,7A8,y(X) (æ3 — ag) (zy — ay) = Ze, 


les tg étant -les nouvelles variables. On a alors des combinaisons 
linéaires d’intégrales 


(m—}) : 

. re à 

fl 22 3 = Z,(- 1) m--1) "ty d (lysis. | a, ty 1) 
2s Je 


(+... + ln)? 


qu'on peut prendre sur la multiplicité #+...+ 1, = const., car on 
peut déformer la multiplicité d'intégration sans altérer la valeur de 
l'intégrale ('). On a ainsi des intégrales 


{Per 1) 
jb tty Zyi 1)" Wy "ty d( leas; mi ly 1) (a3), 
a( t-—1) 
x + + ln — ma) Ly (— 1) td (ty,  ly) (apr 


c'est-à-dire zéro dans les deux cas, d'après la formule de Green. Le 
théorème est démontré. 


Supposons maintenant que les dérivées secondes des «, et les dérivées 
des b, et de c sont continues (L) d’exposant h, ainsi que les dérivées 
secondes des coordonnées des points de 'S Parirapport @ 875855528 Saul 
(pour les a, 3, b, etc, les conditions sont supposées remplies dans le 
domaine @, débordant @; on suppose toujours que les déterminants 


Ct), Daz p. 69: 
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fonctionnels des coordonnées des points de S ne peuvent pelle 


ensemble). 


Alors, d’après le théorème 8 de la section Il, on peut dériver 
H(X, A; p) jusqu’à cinq fois, dont trois par rapport aux x, et deux par 
rapport aux à, ; l'ordre par rapport à L(X, A) diminue d’une unité à 

d 0 
Ts à das 
mais deux telles opérations de suite l’abaissent de 1 — À. 

L'expression (5) est du second ordre par rapport à L(S,T) et ses 

dérivées par rapport aux s sont du premier ordre. L'opération 


chaque dérivation; une opération ne change pas l’ordre, 


Ô d ? , x ’ | fe 
meat di appliquée à l’expression (5), donne 
<> 22 AY) + Am,3 (T yA,» A) os (a a8 oe ) 


OAY « das day a 
0x Ots Ole 5 


+224.8.ye An,8 | T) 


0 

= 224.87 ot- | angi T)A Ona (A) 572 | (Aa: — a) 
7 OA, ye Va 

a 23.7 Ote | a, o(T ) ay jis. Aa, Aa. 


ce qui est O[ L'*"(S, T)]. Ce résultat lui-même a une dérivée par rap- 
port à s,, et elle est O[L"(S,T)]. Donc le noyau de la seconde inté- 
grale de l'équation (12) de la section III peut être dérivé deux fois par 
rapport aux s, et une fois par rapport aux ¢,, ue dérivation abais- 


sant l’ordre d’une unité et I’ opération 2 je Ae IR a abaissant seulement 
de 1— A. 


Lemme. — Sout H*(X, A; p) la fonction jouant le méme rôle pour 
l'équation 
x : as: Pa ae O( bys) 
(6) G(P) =X pe +orso 
sé #89, 0xs “Ee 


adjointe à ¥(u) =o, que W(X, A;p) pour F¥(u) =o. Ona 
(7) HG Xe? p) HE Xp Of Leahy] (p+3<m), 


pourvu que X et & restent à une distance de la frontière de WO, supé- 
rieure à une longueur positive fixe. 
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Soient wu et 6 des fonctions du point A, continues ainsi que leurs 
dérivées secondes. On a la formule de Green 
«(m) 


[vF(u)— ug(v)] dV 4 


»(t—1) / À Spt 
ey x | xs [asso Fe —u PSC | pau la (A) dS. 


Nous allons appliquer cette formule aux fonctions u =H(A,Z;p), 
v= H*(A, X;p). Les intégrales seront étendues au domaine (, et à 
sa frontière S, prise dans le sens asrocié, au sens (d,, ..., Am) dé WD, ; 
on isole D DIeNent les points X et = par de petites hypersphères 
dont on fait tendre le rayon vers zéro [remarquer que H*(A, X;p) 
peut être dérivé deux fois par rapport aux a,, une fois par rapport 
aux æ,]. On trouve ainsi (') 


| H(X, = “ii ae X;p) 


(m1) - 
0 (4:39) 
(8) = f, 22} (x, Los. 3” aan : ir 0 [+ bauelass (Ads, 
| : +h [Les (u) ug (e)]aVo. 


Or [§ IL, (9)], #| HCA, =; p}]= O[L’t'-(A, E)] et de même 
pour G(H*)(p<m—r). Done|[§ II, théor. 3], l'intégrale d'ordre m 
vaut O[L’**"(X, E)] si p+3<m, O[logL, —logL(X, =)] si 
p+3=m, O(1) si p+3>~™m, la fonction étant, dans ce dernier cas, 
continue. Dans l'intégrale d'ordre m—1, tout est continu et borné 


si les distances à 8, de X et de = ont une borne inférieure positive. 
La proposition est démontrée, et l'on voit ce qui arrive si p+ 32m. 


COROLLAIRE. — Ona 


MLD ee pile QI LA thm NE] (p<m—1), 
) hes 
pen ELLE Me pile Of Pet X =] (p <m). 


En effet [voir S HI, (9)], on peut effectuer l'opération G sur l'inté- 
grale d'ordre m au second membre de (8) en appliquant le théorème 5 
de la section IT, et l'on parvient ainsi au résultat annoncé. La déri- 


(1) Calcul analogue à celui de D., p. 35. 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 181 


vation par rapport à æ, ne nécessite aucune nouvelle explication. Si 
p2m—1, on voit aussi qu’il faut modifier les limitations à la manière 
Pine. 


Tutonime 2. — Si f(X), c, les dérivées des b, et les dérivées secondes 
des az,3 sont continus (L), ainsi que les dérivées secondes par rapport 
À Si, Soy «+5 Sm_1 des Coordonnées des points de S, et si les valeurs 
J \(Y) de u sur'S ont des dérivées continues, u admet par rapport à s,, 
Soy 2 +5 Sm_ des dérivées continues même sur S. 


Nous remplacerons @ par le domaine décrit au début de cette sec- 
tion, 7 étant assez petit pour qu’on puisse employer les équations (10) 
à (12) de la section III. A l’aide du théorème 4 de la section III, nous 
pouvons changer de fonction inconnue de manière à annuler c; les b, 
et les a,,3 satisferont encore aux conditions de l'énoncé; ainsi on peut, 
sans diminuer la généralité, supposer que c a, comme les b,, des déri- 
vées continues (L). 

D'après ce que nous avons déjà vu, o(A) est continu (L); donc 
[S I, théor. 6), l'intégrale d’ordre 77 — 1 de l’équation (12) (§ III) a 
des dérivées continues; comme il en est de même de l’autre intégrale 
et de J,(Y}, 5(Y) a lui-même des dérivées continues. 

Nous allons maintenant calculer les dérivées de wu, cette fonction 
étant donnée par la formule (10) (§ IIL). Comme pour le théorème 1, 
il suffit de nous occuper de l'intégrale d'ordre m—1; nous pourrons, 


dans la suite du calcul, confondre les variables s,, s,, ...,s, avec 
I, Ly, ..-, Xp, et ne considérer que la partie d’intégrale étendue à 

A= a0. ai+az+...ta3_,<r, 
c'est-à-dire 

(mnm—1) F 
£ a(A 0 (X, A; 
an f TO SA BA LIT Te ee À 

y D(A) a3 

la multiplicité d'intégration étant prise dans le sens (a,, ..., 4, 1). 


Tant que +,, n’est pas nul, la dérivée à étudier est 


(mm —-1) / H( X A 
an f aes > LÉ : Le ; =) Stout asus) 
VDA) \O% das 2e 


{ 

(m—) € ; 
| <a) f Fe : 23 CURE RE 1). 
\ 


{10} 


\ D(A). 04% das 
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Occupons-nous d’abord de la premiére intégrale. Nous pouvons y 


remplacer H(X, A;p} et ses dérivées par H * (X,A) et ses dérivées, 
car cela ajoute une intégrale portant sur O[L?”"(X, A)], et qui, par 
suite, est continue (L)($ I, théor. 1); cela donne 


ara za ‘0 0 
at apres 


[a+ 2 (X, peser NA) S a4 


les points tenant lieu d’une intégrale continue (L), même sur 5, 
comme portant sur une fonction O[L'*” ”*(X, A)] ayant des dérivées 
O[L!-"(X, A)]. En négligeant encore une fonction O[L*”"(X, A)] 
ayant des dérivées O[L'"(X, A)], on aura 


0 Ô ë m 
ee H- 2 xX ° ‘ mo “m 
(se + om yl ON : |] 


m+2 


= (am — ay) fy" (X, A) Es D 1 (ay — ag) (ay — ay) +... 


Nous sommes donc ramenés à l'intégrale 


Um —1 a(A) Lm — Om 
—m(m—2)A D(A) ee 


H = (X,A) 


Y 
X m3. ra 13 -— 48)(Ty— ay) d(ay, .... Am). 


Nous pouvons remplacer 5(A) par 3(X,), X, étant le point 


Wadia car ee mets Où) 


IX, A) par Z3,A43.(X) (3 — a3)(x, — a,) et prendre en X, au lieu 
de A, les fonctions Ag. et leurs dérivées; D(A) sera remplacé par 
D(X); toutes ces opérations reviennent, en effet, à ajouter une inté- 
grale portant sur une fonction O[L*"(X, A)], ayant des dérivées 
O[L'"(X, A)]. L'intégrale porte alors sur le produit de 


(ARR) a (a el) 


par une fonction homogène d'ordre — m des wy — ag, dépendant aussi 
dex,, ...,.r,. Nous pouvons y remplacer (a, —x,,) dl ajy. a1 nee 


Zé 
> 
. 
i 
x 
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par 2.(— 1) (x, — a.)d(a:,,, ..., a._,), l'intégrale étant prise 

dans le sens qui correspond au sens (a,, ..., a,) de @, puisque 

am = 0 sur notre multiplicité. Nous ajouterons ensuite à cette multi- 

plicité une autre multiplicité de manière à former une multiplicité M 

fermée. Alors, selon une proposition déjà invoquée, on peut défor- 

mer M sans changer l'intégrale pourvu que M ne rencontre pas X. 
Remarquons même qu'une intégrale | 


x 


(m—1) 
if Dane aida (Sd) a, A( Lars +++) Las) 
M ; 


(9 homogène d'ordre — m) ne change pas si M se déyorme en passant 
continuellement par O tangentiellement à un plan fixe. En effet, on peut 
supposer que ce plan soit x,, = 0; en O et dans son voisinage, æ,, est 


une fonction continue et a dérivées continues de æ,, ...,æh_,. On 
peut passer d’une position de M à une autre en faisant dépendre x, 
Ff dx En 
, 4 , , 
l n l r soient con- 
d’un paramètre 4, de façon que les dérivées == Lars c 


tinues, et, par suite, nulles en O, ainsi que 7; quel que soit ¢. Or 


la dérivée de ce qui reste de notre intégrale, si a on isole O par le con- 
tour C, intersection de M avec 


PE EL REA de 
est (') 
Orin) m—t1 
f DIT, 23 Tm) 2 id LENG Paks BCG A ees 
Cc 
car, sur (, x,,..., am, ne dépendent pas de ¢. Or, sur C, | Se est 


inférieur à une fonction o(a), indépendante de ¢. Donc la fonction 
intégrée est o(a*"), pendant que la mesure de C est O(a”*). Donc 
l'intégrale tend vers zéro avec a, uniformément par rapport at. Donc 
l’intégrale étendue à M est indépendante de ¢. 

Ici, tant que X n’est pas sur S, nous pouvons intégrer sur l’hyper- 


surface | 
2,7 AB (X) (xp — 4g) (Ly— ay) = a’, 


i ay CPE RP CR NT PES ES D aN eA 
(sy Dip: 18. 


184 ; GEORGES GIRAUD. 
ce qui donne : 
X 
m(m—2)A BGG a"? 
( 771 — 1) 
x fo Say (eg as) (er — ay) Bee — a) (A) Sa. 


La formule de Green permet de remplacer l'intégrale par une d’ordre m 


portant sur 
— (IN oie Ag, (X) ) (x23 — ag) (x~— ay) AN ,. 
Sa | OX, . i : 


Effectuons sur les 44 — ag une transformation linéaire et homogène, 
de déterminant ÿD(X), qui ramène le domaine d'intégration à 


C++... +cn <a; 
la fonction intégrée devient une forme quadratique E3.h3.csc., et 
l'on a(') 
ten fl Zsyha,,cacyd(c;, ..., Cm) — DR RENE Ih. 
: 27 ( — + 2) 
2 
Or Ssh 4 est le coefficient de s”~' dans le discriminant de — 
Xy.yhg yegey + s(c7+...+ ch), 
qui est le produit par D(X) de celui de 
ON. ~( ne) 


x 
OR ER 


= 


(r3 eet a3) (ry — ay) = s2a,,A3,,(X) (ag — ag) (tv — dy): 


donc 


= A que 
X3he3= Xe. a3.» (x) TEE 4 


En tenant compte de la valeur de ?, on trouve pour notre intégrale la 
valeur 
(11) SatX TE) SEL. 


OX, 


(1) Ces intégrales se ramènent aux intégrales de Dirichlet, en posant cg = 13. 


rae L 


, 
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Si maintenant X est sur “S, on a une multiplicité d’intégration 
formée d’une partie de a,, — 0, et dont le reste peut étre pris comme 
ci-dessus. On arrive ainsi à la moitié de l’expression précédente où X, 
ne diffère plus de X. 
Par conséquent, la première intégrale (10) coincide dans ® avec une 
fonction continue dans ® +'S; sa limite quand X vient sur S s'obtient 


en ajoutant à 
OÙ IX, Sm. 
Passons à l’autre intégrale (10) que nous étendrons seulement à la 
même partie de a, — o que la première; soit € la frontière prise dans 
le sens associé à celui qu’on a choisi dans son intérieur. Ici intervient 
l'hypothèse «54m, grace à laquelle cette intégrale devient 


—(—1) mia— van f 


s’obtient en retranchant de l’intégrale elle-méme |’expression 


l'intégrale elle-même la moitié de l'expression (11), 


(m—2) 


( 772—1) d 
+2 f oa 


L'intégrale d’ordre m— 2 représente une fonction continue. L’autre 
tatigvale est un potentiel de double couche; elle coincide dans @ avec 
une not continue dans @ +S, et sa limite, quand X vient sur 5, 


Ainsi, oe 


» Ax—1) 


OH(X, A; p) 

——— 23 —— CE 

rs a :B(A) dag A Gass + Amy ay 
a(A) OH(X.A;p) 5 : 

Do 2 Aiton nee PA Al are) 


—— x 
yDC ! — Æ 
rs DIX ) 


coincide dans @ avec une fonetion continue dans @ +S 


[du moins continue sur la partie spécifiée de S, où les dérivées 
de /,(Y} sont continues]; quand X tend vers-un point de cette partie 
de S,ily a Le une limite atteinte uniformément, donc cette limite 


est la valeur Has 


x 


a 


sur 5. Le théorème est démontré. 


me Ë 


TuéorëmE 3. — St, en plus des hypothèses du théorème 2, les dérivées 
de f,(Y) sont continues (L), toutes les dérivées de u sont continues (L). 


Nous procéderons comme pour le théorème précédent. I] n’y a rien 
changer à ce que nous avons dit pour la première intégrale (10), 


Ann. Éc. 


Norm., 


(3), XLVI. — Jun 1929. 
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même pour « = m; toutes les intégrales que nous avons négligées en 
cours de route sont continues (L) et il en est de même de l’expres- 
_ sion (11) à laquelle nous sommes parvenus. Dans la seconde inté- 
grale (10), il n’y a rien à changer non plus sia<m : des deux 
intégrales auxquelles nous nous ramenons, celle d'ordre m — 2 est 
non seulement continue (L) mais dérivable, et le potentiel de double 
: couche a une densité continue (L); en effet l'intégrale d’ordre m—1 
de l'équation (12) de la section IF a des dérivées continues (L) 
($I, théorème 7), et puisqu'il en est de même de f,(Y) et de l’autre 
intégrale, il en est de même de o(Y); or les raisonnements qui ont 
servi à prouver que la première intégrale (10) est continue (L) peuvent 
évidemment être répétés pour un potentiel de double couche à densité 
continue (L). 

Il nous reste donc seulement à étudier la seconde intégrale (10) 
quand « = m. Dans ce cas le corollaire de l'identité (8) nous donne 


m—1 m 
dH{X, A; p) LC TENT 
L ŒH(X,A;p)_ NES à 
Rd dan > 29034) daz dag 
@=1 jot 


OL LPH POX A aot oie 


les points terant lieu d’une fonction linéaire et homogène de H et de 
ses dérivées par rapport aux ag. La fonction O[ L’*'~-"(X, A)] donne 
lieu (§ I, théorème 1) à une intégrale continue (L). Les termes 
contenant les dérivées secondes s’intégreront par parties par rapport 
à a,, et les intégrales étendues à € seront continues (L) et même 
dérivables. 

Nous obtenons ainsi une intégrale portant sur une fonction linéaire 
de H et de ses dérivées par rapport aux ag. Le terme en H est 
continu (L) (§ I, théorème 1). Nous pouvons retrancher encore un 
potentiel de double couche choisi de façon à faire disparaître la dérivée 
par rapport à a,,; ce potentiel ayant une densité continue (L), il est 
continu (L). , 

Ce qui reste contient seulement les dérivées de H par rapport 
À Ay, Ao, «++, Am_,3 les coefficients de ces dérivées contiennent linéaire- 


mento(A)D *(A)etses dérivées ; la partie qui provientdeo(A)D (A) 
peut être intégrée par parties, et l’on voit ainsi qu’elle est continue (L). 


— 
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Nous avons donc seulement à considérer des intégrales telles que 


(ur —1) 
9 (A) oH(X, A 
Ax? ) f dax \/Ty AY VD)? p(: Meg di, cry. Get) 
tm—1) 
OH(X, A; 
4h y(A) at pes AB) are! torhansg 


où Y(A) est continu (L) (8 =~ m). Or cela s’écrit 


EE j MOAT XI Np 
fo tw 4x) pUDON ee, a 
(m—1) H( 
+ IX, ) 4 OP aa, D He) 


Le second terme se réduit à une intégrale étendue à €; il est donc 
continu (LL). En appelant F(X) le premier terme, nous allons 
former F(Y) — F(X). Soient S, la multiplicité d'intégration sur a, — 0, 
S” l’ensemble des points A de S, tels que L(X, A) << 2L(X, Y), S' le 
reste de S, : 


: A api OH(X, A: p) 
FIFO) fo AUR) IEG ESP day 2 aus) 
Ur —1) A: 
sa fs PHA) NT GS CE AE Te: à ARS 
tm — 1} OH(X, A; p) 
mt [LAN — UCX, Ne ee 
7 RD Jaa 7 
dag 
É s PE ONE A: p) 
+ [MY = QUE a Tr d( (ye wees Am—1) 


Si h est l’exposant de continuité (L) de (A), les deux premiers 
termes sont O[L!(X, Y)]; en remarquant que l'intégrale du dernier 
terme peut être remplacée par une intégrale d'ordre » — 2 étendue a 
la frontière de 5’, on voit que ce terme est aussi O[ L’(X, Y)], pourvu 
que Y ne soit pas trop voisin de €, ce qui es est sans incon- 
vénient à cause de l'arbitraire du choix de €. Enfin la formule des 
accroissements finis (vorr § I, théorème 1) prouve que le troisième 
1.3 
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terme est de la même forme si h<1, de la forme 
L(X. Y) O[log L,—log L(X, Y)] 
STE: 

Notre théorème est donc démontré. 

Nous voulons maintenant trouver des limitations des valeurs absolues 
de u et de ses dérivées et du coefficient de continuité (L) de ces 
dernières ainsi que l’exposant correspondant, dans les conditions 
suivantes : les valeurs absolues des coefficients de #(w), des dérivées 
premières et secondes des «,,5 et des dérivées des 6, et de c, et les 
coefficients de continuité (L) des dérivées des 6, et dec et des dérivées 
secondes des 4, 3 sont bornés; en outre, g étant une constante positive, 


2,3 x,3 Px P3< E2s Pi» 


quels que soient les Px; ® et par suite @, sont fixes; /,(Y) est nul sur 
la partie de S dont on s'approche, et sa valeur absolue est inférieure à 
un nombre variable M sur le reste de S; la valeur absolue et le 
coefficient de continuité (L) de f(X) sont inférieurs à M; enfin 
l'exposant de continuité (L) de /(X), des dérivées secondes des ay, 
et des dérivées des 6, et de c est un nombre variable À moindre que 
Vexposant de continuité (L) des expressions paramétriques des 
coordonnées des points de S, lui-même inférieur à un. 

On suppose @ assez petit dans toutes ses dimensions pour que le 
système de Fredholm [(11) et (12), § IIL] soit toujours soluble dans 
ces conditions. 

Pour abréger, nous désignerons par Q un facteur constant dans les 
conditions où nous sommes, c'est-à-dire quand M et A seuls varient, 

Alors 


| W(X, Ay) |< QL?" (X, A), joe 


Ox x 


| <= QLi-"(X, A), 


of D) aoe < QL*"(X, A), a <QL-"(X. A). 

On voit alors que |¢| et|o| sont moindres que QM. Le noyau de la 
seconde intégrale (12) (§ HII) est moindre que QL?-"(Y, A). Le 
coefficient de continuité (L) de o, pour l’exposant un demi, est QM; 
on en déduit que 5 a des dérivées de valeur absolue moindre que 
QMA~', ainsi que leur coefficient de continuité (L), l’exposant corres- 


ames. 


wg 


LL. 
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pondant étant égal au plus petit des nombres h et un tiers; mais alors 
on peut dériver les deux membres de l'équation (12) (§ UT) en 
utilisant le théorème 8 de la section 1; en appliquant le théorème 5 de 
la section I à l'expression obtenue, on remontera |’ exposant de conti- 
nuité (L) des dérivés de o à la valeur k, le coefficient gardant la même 
limitation. 

Nous avons maintenant à suivre, à l’aide de ces résultats, l'étude 
faite plus haut des dérivées de u (il est immédiat que 
voit ainsi que les valeurs absolues des dérivées sont otre 
que QMAh "et leur coefficient de continuité (L) moindre que QM#*?, 
l’exposant correspondant étant À. 


TRÉORÈME 4. — Si les dérivées troisièmes des a,,3, les dérivées secondes 
des b, et les dérivées de c sont continues (L) et que les dérivées troisièmes 
des coordonnées des points de S par rapport à $,, $3, ..., $,_, soient con- 
tinues (L), et si les dérivées secondes de f,(Y) sont continues (L), les 
dérivées secondes de u sont continues (L) dans D +5. 


Nous commencerons par montrer que, dans toute hypersphère 
suffisamment petite, la transformation du théorème 1 de la section III 
nous permet d'annuler c sans altérer le reste de l'hypothèse. Il suffit 
de prouver que le rapport des deux fonctions inconnues a des dérivées 
troisièmes continues (L). Nous savons déjà que la densité ¢ correspon- 
dante est continue (L); donc (§ I, théorème 6) l’intégrale 


K(X;=)D 3(2)p(2)dVz 


e 


a des dérivées continues; le second membre c ayant lui-même des 


dérivées continues, il en est de même de ¢; mais alors en dérivant les 


deux membres de l'équation (4) (§ III), où /(X) est remplacé par c, 
on obtient (§ I, théorème 8) une équation dont tous les termes autres 


que a sont continus (L); donc est continu (L). En transportant 
ce résultat dans l'expression (3) (§ HI), nous en déduisons (§ I, 
théorème 8) une expression des dérivées secondes de l’inconnue d'où 


nous concluons enfin (§ I, théorèmes 6 et 7) que les dérivées troisièmes 


sont continues (L). 
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Nous ne diminuerons donc pas la généralité en admettant, dans les 
calculs ultérieurs, que c a des dérivées secondes continues (L). 

Nous procéderons encore comme au théorème 2. Les x, ont 
maintenant, par rapport à 5,, 52, ..., Sm, des dérivées troisièmes 
continues (L). Nous confondrons encore les deux systèmes de variables ; 
la fonction H(X, A; p) peut être dérivée trois fois par rapportaux x, et 
trois fois par rapport aux a, (avant le changement de variables, on 
pouvait même dériver quatre fois par rapport aux x,). 

Alors la fonction 5 de l'équation (12) de la section II] admet, comme 
fi(X), des dérivées secondes continues (L). En effet, nous savons 
déjà que les dérivées de © sont continues (L); en dérivant (§ I, 
théorème 8) cette équation (12) (S III), on constate que les intégrales 
ont des dérivées continues (§ 1, théorème 6); donc © a des dérivées 
secondes continues; une nouvelle dérivation montre que ces dérivèes 
secondes sont continues (L). 

Nous devons alors étudier les dérivées secondes de la seconde 
intégrale de l'équation (10) de la section III, l’autre intégrale ayant des 
dérives secondes continues (L). Nous aurons une simplification 


À DT Lila du | 
importante en étudiant seulement les dérivées ——— où «4m; en 

: CEA Ox / 
effet l’ordre des dérivations est indifférent à cause de la continuité en 


tout point de ®, et d'autre part l'équation F(u)— f(X) elle-même 


qu 
nous donnera le résultat pour + quand nous l’aurons établi pour les 
Tin 
autres dérivées. 


du 1 L 
Or est une somme d’intégrales dont les unes, d'ordre m ou 
re 


étendues à des multiplicités ne contenant pas les positions considérées : 


de X, se dérivent sans difficulté et leurs dérivées sont continues (L); 
les autres sont 


nt 


| 
: A)./@ 0 : DAL Xookss p 
> ALLER —— J By ny (A) EP op 
| \ D(A) ee rf ie) at Seas ecard aE 
: aii 0 a(A ) à AH(X, A: )) A 
+ 92 À | —| —— | my (A "np 
des | OD =| furet day PAY gives erie 
ces intégrales étant étendues à a, = 0, AT i nats aloSe TR 


seconde de ces intégrales est un potentiel de double couche dont la 


ne» ge 
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densité a des dérivées continues (L); les raisonnements des théorèmes 
2 et 3 prouvent donc qu’elle admet, par rapport àæa(B—1,2,..., m) 
des dérivées continues (L). 

La premiére intégrale se traite tout a fait de méme, la fonction 


H : 2 
= +i remplacant H dans la formation d’une sorte de potentiel de 


double couche. Le seul point qui appelle un nouveau calcul est 
l'évaluation de 


RE OR NASI ah ate 0 ) Ada 
DE VD(X) 0x3 | dag Ges dax 


nt 


> [2,8 Aya (X) (wy — ay) (xs — a5)] (re — &)@e(A)dS,, 


étendue à une multiplicité fermée; on trouve, X étant à l’intérieur, 


OA y, OAy ’ 
Heth) alyaet Aye - dy, s OX, OX», 
2 Whe ape OAs e OA: 
OX x, dx 
\ 
x 
6 OA 5 oO? Ay,8 
= 3 2,5 ay 6 0. % XX 2, 6 ay 6 0. A 22, Ô ay, Ox 0x4 


expression continue (L); si X est sur la multiplicité, on n’a plus que 
ia moitié de cette valeur. 

Le théorème est démontré. On peut remarquer que si « et 3 sont 
tous deux différents de m, la continuité des dérivées secondes de /, 
suffit pour assurer la continuité de = oa 

Nous allons maintenant appliquer ce résultat dans des conditions 
analogues à ce que nous avons fait pour le théorème 3. Nous ajouterons 
seulement aux hypothèses faites alors que les ‘dérivées troisièmes 
des a, 5, secondes des b, et dec, et leurs coefficients de continuité (L) 
sont-bornés, et que les dérivées troisièmes des coordonnées des points 
de ‘$ ont un exposant de continuité (L) inférieur à un et plus grand 
que l’exposant À qui convient aux dérivées troisièmes des 4,3, 
secondes des b, et dec, et à f(X). 

La première intégrale de l’équation (12) de la Section LH-adffret 


13% 
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maintenant des dérivées secondes continues (L) d’exposant A(1+ h)' 
et de coefficient QMA-', Q désignant encore n’importe quel coefficient : 
constant dans les conditions où nous nous plaçons. 

Pour voir ce qu’il advient de la seconde intégrale de la méme équa- 
tion, nous devons étudier la répercussion de nos nouvelles hypothèses 
sur son noyau. Celui-ci peut être dérivé trois fois par rapport aux s;, 
deux fois par rapport aux #&, chaque opération abaissant d’au plus une 


Ô SAT 
unité l’ordre par rapport à L(S, T ); l'opération (x + Je) Ce =F in) 


appliquée a (5) donne, en négligeant des termes d’ordre supérieur, 
F , ( fo day £ Pay 
— 23 ram 8(T) As (A) GE (Agate arses ’ 


c'est-à-dire O[ L'*”(S, T)]. Donc les dérivées secondes de o sont con- 
tinues (L) de coefficient QMA-' et d’exposant ut +h) (SI, théo- 
remes 6 à 8). 

Il reste alors à suivre le calcul des dérivées de wu jusqu’au second 
ordre. On trouve immédiatement que 


du 


d'u 


| ) 
[ui = 4M; OX 0x3 


|< QM, <QMA-; 


enfin le coefficient de continuité (L) des dérivées secondes, est QMA? 
et l’exposant est A(r + A)". 


"A à 


Dans cette section, nous allons nous affranchir de la restriction que 
® est suffisamment petit dans toutes ses dimensions et que son con- 
tour est d’un seul tenant. Nous verrons que, moyennant seulement des 
conditions de régularité pour les coefficients de F(u), f(X), la multi- 
plieité S et /,(Y), la résolution du problème de Dirichlet est exacte- 
ment équivalente à celle d’un système de Fredholm analogue au sys- 
tème des équations (11) et (12) de la section III. ‘ 


THÉORÈME 1. — Soit 9(X) une solution de l'équation 


5 Oru du 
Ge) F (uw) = 2q gay 3 —— + 2,b, 


Oy, 0x4 


+cu=0, 


qut est de type elliptique (a,,,>0), et où l'on suppose que c, les dérivées 
des 6, et les dérivées secondes des a,,3 sont continues (L) dans @. On sup- 
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pose que ®(X) a ses dérivées secondes continues en tout point du 
domaine 0), sauf peut-étre en un point =; de plus, quand X tend vers =, 


do 


= MX E), 5% 


== OL Lier x: =) I]. 
Alors 9(X) et ses dérivées jusqu’au second ordre sont continues en =. 


Soit 
(2) G(u) = Zap GER) — x, Cat) 


Se 0) 
6% » 


l’équation adjointe à (1) et soit 


K(X, = (x, ¥)]. 


Nous remplacerons @ par une hypersphére ®, de centre A et de 
rayon assez petit pour que la série 


D AK (X, Y), 
n=1 


où l'on a posé 
(m) a 
K*—K* K*(X; ESE K*(X, A)D 2(A)K*"—)(A, Y) dVa, 
a, 
soit convergente dans @,. On fait en outre en sorte que c ait ses déri- 
vées continues (L) dans , (§ III, théorème 1). La fonction 


F(X, Y)=H >" (Xx, ye Sa f” We F(X, AD (A) KM (A, Y)dV, 
at 

satisfait à G,(F) =o. Soient 0’ une hypersphère Intérieure à (, et 
dont la frontière est S’, et ©” une hypersphère intérieure à et dont 
la frontière est S”; on suppose que @' et (®” ont comme centre =; 
S! et S” sont prises dans les sens associés aux sens (x,, ..., æ,) de 
leurs intérieurs. 

Appliquons la formule de Green ($ IV, lemme) dans le domaine 
'— dD" aux fonctions u = 9(X), e=1: 


(my) 


(m—1) à À _àd 
D Fe Pa: MER ef Cas + cg dVy 
sf .[ a(as 49 Jus ? x4 mie i 2 D'—0" ? y 


nd de das. : 
À [> (ce Ong? eg) 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JuiLLer 1924). 


w,(X\) dsy. 
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L'intégrale de cg étant convergente dans ®’, ilen résulte que l'inté- 
grale étendue à 8” tend vers une limite / quand le rayon de &” tend 
vers Zéro. 

Soit maintenant Y un point quelconque de @'— «”’; nous isolons Y 
par un contour infiniment petit dans toutes ses dimensions. Nous 
appliquons la formule de Green à u=9(X), 6—F(X, Y), dans la 


partie restante de i)’ — "et nous passons à la limite : 


{m—1) ( Og 
21. 2, hgay.gF( X,Y) 
15 SL x's 
— X49 xj REC T0 #12 
; 0x3 


+ by(X)o(X) F(X, Y) w4(X)dSx=9(Y). 


Faisons tendre vers zéro le rayon de S”. L’intégrale correspondante 
tend vers une limite, car si l’on remplace F(X, Y) par F(X, Y)—F(, Y), 
l'intégrale ajoutée tend vers une limite, et il est évident que l'intégrale 
obtenue tend vers zéro. Nous voyons donc que 


o(Y)=— /F(E, Y) 


Um 
CS af, 3 
3 


ee 00 
X3ax,4F(X, X Ba 
0[as.3F(X, Y)] 

0x3 


— 23¢ + ba F(X, Yom (X) dSx. 
Mais {= 0 sans quoi 9(Y) = O| L?-"(Y, £)] et non o[L?”"(Y, =)]; 
donc o( Y) est égal à l'intégrale étendue aS’, d'où résulte le théorème. 


Ce théorème nous montre en particulier que les solutions élémentaires 


de l'équation (1) és le nom donné par M. Hadamard aux solutions 


2—m 
équivalentes à HW ? (X, =) quand X tend vers = | ne différent les unes 
des autres que par des fonctions continues ainsi que leurs dérivées 
premières et secondes. | 


THtorime 2. 


Supposons que 12) "_ coefficie 

il 2. — Supposons que. dans tout l'espace, les coefficients b, 
etc de l'équation (1), atnst que les dérivées des ay,3, soient continus (L); 
de plus, à l'extérieur d'une certaine hypersphère, on a identiquement 


» Ses + ee 
(on Ta 1; (4,3 = 0( PF SX), 6,=0; Se 


eo 
ae 
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ou g est une constante positive; enfin c est négatif dans tout l'espace. 
Dans ces conditions, l'équation (1) admet une et une seule solution élémen- 
taire G(X, =) existant dans tout [ espace pourvu que X et soient dis- 
tincts ettendant, ainsi que ses dérivées par rapport aux x,, vers zéro plus 
rapidement que toute puissance négative de L(X, €) quand cette distance 
augmente indéfiniment. 


Si les identités (3) avaient lieu dans tout l’espace, la proposition 
serait immédiatement vérifiée. En cherchant la solution élémentaire 
parmi les fonctions de r= L(X, ©), on a pour cela l’équation 


au) 77 = 1 au 


drt at (ar 


qui est une équation de Bessel. Elle admet la solution (*) 


m—% m—3 


: (22 ‘a = +e IN—53 t zy 
(4) ni Ae sea À ed tt? (a+ edt, 
T(m 21) à 2er : 


qui pour ro équivaut à r” ” et qui, pour rinfini, admet le dévelop- 
pement asymptotique indéfiniment dérivable terme à terme 


(==) ae : 
ar Te —sr pr a 6 (— 2) f2p —1 \? MU veal 
A ne) 


p=) 


ce qui vérifie entièrement notre énoncé dans ce cas. 
Nous allons considérer l’équatien 


— 
Qt 
<= 


F(ush)=hF(u)+Uu—h (2 i gu) =o (oft <1), 
3 


pour laquelle nous connaissons la solution annoncée quand / =o. 
Connaissant cette solution pour #(u; /), où ha une valeur déterminée, 


(1) WmiTTAKER et Watson, Modern Analysis, 3° édition, Chap XVI et XVII. Voir 
Picarp, Selecta, p. 231 (reproduction d’un article des Rendiconti di Palermo, 
t. 37, 1914, p. 249-261), où dans le cas m = 3[cas où F(r} = 1e8"] se trouve l'ex- 
tension de Ia théorie classique du problème de Dirichlet au cas où les identités (3) ont 
lieu dans tout l’espace; la démonstration de M. Picard s’étend d’elle-méme au cas 
où mm est différent de trots, 
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nous allons chercher à en déduire celle de F(u; k+Ah)(Ah>> 0), de 
manière à arriver finalement à À — 1. 


Posons ‘ : 
hazg(X) (BH), 


42,8 (A AB hog hdya(X)+i—h {8 == a2); 


soient D(X; h) le déterminant des a,,3(X; h) et A,.3(X; h)le quotient 
par D du mineur de a,,3. Posons 


(6) H(X, Es h) = 3e9A0,9(E3 A)(æa— ba) (æ8— Es), 
(7) W(X, 252) = FLVACG €; 4) I, 
(8) K(X, E;h) = Fx[ V(X, =; A); 2]. 


Cette dernière fonction est nulle pour h=o; si ko et qu'en 
outre X et soient dans la région des identités (3), K est encore nul. 
Il existe un nombre positif o, indépendant de X, de = et de , tel que 


VH(X, 2; h) >oL(X, =). 


Par suite, si L(X, 2) dépasse une longueur positive fixe, on a 


i—m 


o< W(X, E;h) < ke-t8(%SL ? (X,E), 


k étant une constante. On peut aussi écrire, quels que soient X et &, 


1—m 


o< W(X, &; h) Lens sf KL 2 (X, 2) + K'Lirm(xX, =) |. 
k et A’ étant des constantes. 

. Supposons maintenant que les dérivées cinquièmes des a, 3, qua- 
trièmes des 6,, troisièmes de c existent et soient continues (L). Nous 
allons prouver que dans cette hypothèse, plus restreinte que celle de 
l'énoncé, non seulement la fonction G(X, =) existe, mais elle satisfait, 
relativement à =, à l'équation adjointe (2). 

| Nous distinguerons par une étoile ce qui se rapporte à l'adjointe; 
ainsi 


et ainsi de suite. 
Nous constatons que West identique à W* et peut être dérivé jusqu’à 
trois fois par rapport à £,, £,, ..., £,, et indéfiniment par rapport 


SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 197 


aux +... Il en résulte que K et K* se comportent comme les fonctions 
Get H du théorème 8 de la section I, avec p = 3. 

Les dérivées d’ordre quelconque de W sont aussi O[e-""*®] pour 
L(X, =) très grand, en posant y —5g; nous supposerons «1 de 
sorte que v << g. K et K* et leurs dérivées de tout ordre ont donc la 
même sorte de limitation quand L(X, ©) est grand. 

Soit R—2(¢> 0) le rayon d’une sphère de centre O telle que les 
identités (3) aient lieu dans tout son extérieur. Alors on peut écrire 


OL Eta (a7 ey hs. TLC AR. tet) L(0,.2)< KR; 
BOX ah je OF0(X, ENT, avec V(X, BZ) = eH (0.X) +40, 2) 
si L(O, X)2R ou L(O, 2)2R (o<p<yv). 


Cette dernière limitation se prouve en remarquant que K est nul si 
les deux points sont hors de l’hypersphère de centre O et de rayon R, 
et que si un seul, X par exemple, y est, on peut écrire 


LAX ye L( OX ySANOPEy= LO, iat =) — oR, 
eYLix, Le" (X, = 


K* a les mêmes limitations. Les dérivées de tout ordre de K et de K* ont 
les mêmes limitations si L(O, X)>R ou si L(O, &)>R, et l’on a vu 
comment elles se comportent dans la région restante. 

Nous pouvons alors poser, en étendant les intégrales à tout l’espace, 


= ati 

“KW=K. K(X, By k= f REX APR) D (A M )KM "1 Ac SE; li) dV:.: 
(70) 1 

K+) K*, KMS Eh) f K*(X,A;2)D “445k )K*9-90( A, Bs A) dV\. 


On constate que, si L(O, X) << Ret L(O, 2) << R, 


OR ik. 2.) (m<m), 
K(X, =; h)= { O[log( pees tpn oe (ie 10), 
O(1) (n>m), 


et les dérivées se comportent comme dans le théorème 8 de la sec- 
tion II, avec p= 3; on peut én dire autant de K*””; dans la région 
restante, ces fonctions sont toutes O[Y(X, =)]. En effet, si l'on 
suppose les propriétés vraies pour k'"~'’, on aura, si L(O, X)>R 
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et L(O, =) >R, | re 
K(X, €; n=ol f bX, A)Y(A. =)av,|, 


l'intégrale étant étendue seulement à la région L(O, A) << R; ou bien 
Un) 


K(X, 3; ny =o[ WX, 2 f uno aya |; 


on majorera le résultat en étendant l'intégrale à tout l’espace. cas où 


m 


(mm) à m 
{ ete, AVI = at? [r(2) if T(m)(2p)-”. 


Si L(O, X)>R, L(O, =) < R, on aura 
(mm) 
K®(X, =: n=l f eVLIX, A) n—m—1/ A. =)av | 


=ofenas f Ewa, Z)dV, |, 


l'intégrale étant étendue à L(O, A) <R, car à 


e—YLiX,A< eYLiA,T)i—vLIX,Ei< e?*R—Y Lix,=). 


or l'intégrale est moindre que le produit de R“~' par une fonction de m, 
et l’on a déjà vu que l’autre facteur se limite- à l'aide de L(X, =). 
Si L(O, X) << R, L(O, =) >R, on écrit 


yy it) met 
K(X, =: m= RU(XSAYA)D (A: A)K(AS a: h)d\,, 


et l'on a des calculs analogues. Enfin si L(O, X) << Ret L(O, E)<R, 
l'intégrale étendue à L(O, A) << Rdonne O[ L"-"(X, =)](SII, théor. 3), 
et l'intégrale étendue au reste de l’espace donne 


(m) Fi 
of f bX. A) MN |= Ory, =). 


La vérification est faite pour les K!", et elle s'applique aussi aux K*/. 
Pour les dérivées de tout ordre (jusqu’à trois dérivations relatives 
aux æ, et trois dérivations relatives aux E,), on peut recommencer les 
calculs des théorèmes 5 à 8 de la section II : on étend d’abord les 
intégrales à une hypersphère de rayon fini, et l’on fait croitre indéfi- 
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niment le rayon; toutes les intégrales tendent uniformément vers des 
limites, et en particulier celles qui sont étendues au contour de 
l’hypersphère infiniment grande tendent vers zéro; on retrouve 
pour ces dérivées de tout ordre la limitation O[U(X, =)] valable 
si L(O, X) > R ou L(0, =) >R. 

Nous poserons enfin 
(9) P(X, 2; h)= W(X, E; h) | 


+ 


= | 


P 
: (mn) 1 
+f W(X, A:h)D ?(A: A)K™(A, =: h)dV,, 


p étant un entier fixe quelconque au moins égal à m+ 4; a la valeur 
déjà dite [§ Ill, (2 bës)]; de même pour ®*. Ces fonctions peuvent 
être dérivées jusqu’à sept fois, dont quatre au plus par rapport aux x, 
et trois au plus par rapport aux £,, car toutes les intégrales introduites 
dans le calcul sont uniformément convergentes, et les limitations sont 
toujours du même type; par exemple, en intégrant dans tout l’espace, 


: 0 
à (mn) 


A f GA. B)L(X, A je LR NAV, 


(im) 4 . 
< Ab(X, =) in EUR Lm (KX: A) dV, 
= (m— 2)-"(y —- wp)? U(X, =). 


Tous les calculs antérieurs s’appliquant, on voit que 


(10) Ful D GX, SA ae AP KX; A )s 
(10 bis) Gel O (XP Zs hgh jes Ke (Xs 53h). 


Les seconds membres sont continus dans tout l’espace ainsi que leurs 
dérivées jusqu'au quatrième ordre, pourvu qu'il y ait au plus trois 
dérivations par rapport aux coordonnées de chacun des deux points. 
Ces seconds membres et ces dérivées jusqu’au quatrième ordre sont, 
dans tout l’espace, O[ L(X, =) |. 

Par rapport à À, toutes les fonctions introduites jusqu'ici peuvent 
être dérivées un nombre arbitraire de fois, toutes ces dérivées ayant 
des limitations de même sorte que les fonctions dont elles proviennent; 
les dérivations par rapport à A et aux autres variables peuvent se 
permuter d’une manière quelconque. 
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Supposons qu'il existe des solutions élémentaires, jouissant des 
propriétés annoncées, pour #(u; h) et pour son adjointe G(u; h) 
[bien que c*(X; h) ne soit pas nécessairement négatif dans tout 
l’espace ]; soient G(X, Æ; h) et G*(=, X; h) ces solutions. Je dis que 
(11) G*(X, B; h)= G(ERX AT 


Pour le voir, nous appliquons la formule de Green aux fonc- 
tions u = G(A, X;h),e = G'(A,Z; A), dansla région limitée extérieu- 
rement par une hypersphère € infiniment grande de centre O et 
intérieurement par des hypersphères €’ et €” infiniment petites de 
centre X et =; nous obtenons, en supprimant la mention de , 


eat | aG(A. X) 
So Sa OCA? 2 he. SU beers 
fe | re] ( ) 3 day 
Of az.3(A)G*( A. Z)] 


— 34G(A, X) ia 


k im—1) (un —1) 
+ ba(A)G(A, X)GYA, 2) le (A) = f +f » 
/ € € 
les fonctions intégrées étant les mémes partout, et les trois hyper- 
sphères étant prises dans les sens associés aux sens (a,, ..., a,,) de 
leurs intérieurs. A la limite le premier membre tend vers zéro et le 
second vers A~'| G(=,X) — G*(X, =)], d’où résulte l'identité (11). 
Remarquons maintenant que 
(12) Fx[G(X, 2; h) —O(X, SB; hh); hJ=— WKY" X, Bs h). 


Or quand X est quelconque dans l’espace et À quelconque entre 
séro et un, le second membre est O[ e*"*']. D'autre part nous 
chercherons G parmi les fonctions telles que G — ® et ses dérivées 
jusqu'au second ordre par rapport aux x, soient continues (théor. 1) 
et nulles à l'infini, Comme c est négatif, G — ® ne peut avoir (‘}) ni 
maximum supérieur au maximum de 


— MO X ROO X SE A), 


(1) On s’appuie ici sur la proposition suivante : si ~4,34a,30q 23 et Xo gby.9 2203 
sont deux formes quadratiques, la première définie positive, la seconde décomposable 
en carrés tous positifs, ,,3 3,3 b3,3 est positif (on suppose 44,3 = 43,2, Vas = 53,4). 
En effet soit E,3a'13æ4,æ8 la forme qui a pour adjointe la premiére forme 
donnée, Notre expression n'est autre que le coefficient de s dans le discriminant 
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ni minimum inférieur au minimum de cette derniére fonction. Toutes 
ces fonctions étant nulles à l'infini, |[G— | resté inférieur 
au maximum de |A’?c~'K'’~''| quand = reste fixe, c’est-à-dire : 
Zee). 

Appliquons maintenant la formule de Green a 


GERS h)— @(A, Eh) 


et à ®*(A, X; L); après un passage à la limite, nous obtenons, en 
supprimant encore h, 
(13) G(X, =)—@(X, =) 


(an) 
aes f [[GCA, Z)— (A, Z)] KA, X) 
—Kvi(A, Z) OA, XV dV 


On voit que le premier terme de notre intégrale est limité par 
(an) 
eine) f (A, X)dVi=T( mp"d(X, E); 


on a une limitation semblable pour le second terme et l’on en conclut 
(14) G(X, =) —@(X, 2)=O[(X, E)]. 


t 
En outre on peut dériver (13) jusqu’à trois fois par rapport aux x, et 
l'on trouve ainsi que les dérivées de G— par rapport aux 2z,, 
jusqu’au troisième ordre, sont toutes O| bX, =) ]. Pour G — et pour 
ces dérivées, les constantes impliquées dans les symboles O sont indé- 
pendantes de A(o£h£Tr). 
Pour une certaine valeur de A, regardons G(X, =; h) comme connu 


7 


et posons 
G(X, =;h+Ah)=G(X,=;h)—D(X, ZE; h)+D(X,E;h + Ah) —u(X, =), 
u étant une fonction qui doit satisfaire à l'équation 


Fx{u(X, =); h + Ah]=F;[G(X, 33h) —O(X, =; h) 
+ D(X, =; L + Ah); + Ah] 


de Y4,3(@'a,3+ S0a,3)T'axg. Un changement linéaire de variables nous ramène au cas 
où tous les bz,3 sont nuls, sauf certains des by 4 qui sont positifs, et dans ce cas la 
proposition est éyidente. 

On‘en déduit que l’ensemble des termes contenant les dérivées premières et secondes 
de F(u) est négatif ou nul pour un maximum de wu, positif ou nul pour un minimum. 
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dont nous désignerons le second membre par Q((X, =); u doit être 
continu dans tout l’espace, ainsi que ses dérivées jusqu’au second 
ordre, et s’annuler à l'infini plus rapidement que toute puissance 
négative de L(X, &). Or ona 
Q(X, E) = v[ K(X, E; h + Ah) — Kir (X, 3 h)] 

+ Ah ) Fx[G(X, 2; h)—O(X, 3; h); 1] 

— Fx[G(X, 2; h) — @(X. =; h); 0] }. 
On voit que 

100% Z)l< hkAAY(X, =). 
k étant indépendant de X, de =, de h et de Ah(oSACA+ANS1); 
les dérivées de Q par rapport aux x, ont une limitation pareille. Pour 
calculer u nous poserons 
(mm) 
u(X, Z)=—A p(A, S)[G(X, A; hy) — O(X, Ash) 
+ D(X,A:h+Ah)]D T(A;h)dV,, 


+ devant lui-même satisfaire à l'équation 


Am) 


pul 
p(X, &) —à | p(A, E)Q(X, A)D *(A; h)dV,=Q@{X, =). 


m) 4 
Q1—Q, a XG 2) ef} SUN. A)D F(A hk) QA, Z)dVy; 


si AA est assez petit, on aura 


o(X, er 2 Q(X, SS): 
n=\ 
il suffit pour cela que le second membre soit sonyergéat et ait des dé- 


rivées continues par rapport aux æ,. Or si D ?< i’, # étant une cons- 
tante, 


| 
Q(X, Z)] < AMA AAYEYX, =) f eH MLO TY. 
d’où 
|AQ™"(X, Z)i<(m—o)t(ou)y *"T(m)4 A (Ah YY(X, = 
A Om CXS ENT fim 2) (au) "T(m)A Pt kn ( AA)" p(X, ZE: 
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il y a donc convergence si 
(15) Ah <(m—2)(ap)"k kT (mm), 
et alors la série des dérivées converge elle-méme uniformément 


puisqu’on peut dériver sous le signe f la relation qui donne Q””, 


Mais ®*(X, =; h) — D(E, X;h) = O[ Y(X, &)], comme on le voit 
en reprenant le lemme de la section IV. Donc aussi | 


G(E, X;h) — D'(X. B; h)— O[Y(X, EE). 


On peut alors récrire (13) en échangeant les rôles de Æ et de G. On 
en déduit que les dérivées jusqu’au troisième ordre de 


GE, XP) =O EX, Sih), 


par rapport aux x, sont aussi O[(X, =)], la constance impliquée 
dans O étant indépendante de h. Les calculs ultérieurs peuvent étre 
repris en substituant G à # (quoique c* puisse ne pas être partout 
négatif); la conclusion est que, moyennant une condition analogue 
à (15), G*(X, =;h+ Ah) existe aussi, et est par suite égal à 


GENE AREA) 


Comme la limite supérieure trouvée pour Ah est indépendante deh, 
un nombre fini d'opérations suflit pour arriver à » — 1. Le théorème 
est donc vérifié, avec des hypothèses plus étroites que celles de 
l'énoncé, et nous savons en outre que, dans ces hypothèses plus 
étroites, G(X, =) satisfait, relativement à =, à l'équation adjointe. 

Il s’agit maintenant de revenir aux hypothèses de l'énoncé lui-même. 
Pour cela nous allons former des fonctions tendant uniformément vers 
les coefficients de #, de la facon suivante. Soit f(X) une fonction qui 
soit constante pour L(O, X)2R— 4; supposons que f(X) ait des dé- 
rivées de certains ordres continues (L); soit p un entier supérieur au 
plus grand des ordres de ces dérivées. Considérons la fonction égale à 
[L/(X) — f(o)][R?— L?(0, X) F7” pour L(O, X) <R et à zéro pour 
L(O, X)2R. Cette fonction admet, dans tout l’espace, autant de déri- 
vées continues ou continues (L) que /(X); nous pouvons la repré- 
senter dans le domaine |æ,! << R(x =1, 2, ..., m) par la limite d'une 
14 
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suite conformément convergente de polynomes,' dont les suites des 
dérivées de la sorte considérée soient aussi uniformément conver- 
gentes; les polynomes correspondant à une dérivée continue (L) 
satisferont tous à une même condition de Lipschitz généralisée, c’est- 
à-dire que l’exposant et le coefficient seront les mêmes pour tous ces 
polynomes ('). Considérons alors la fonction égale à f(s) pour 
L(O, X)>R, et, pour L(O, X << R), au produit d’un de ces polynomes 
par | R? — L2(0, X)}’, augmenté de /(æ); quand on avance dans la 
suite de polynomes, cette fonction tend uniformément vers f(X), et 
ses dérivées des sortes considérées convergent uniformément et satis- 
font à une même condition de Lipschitz généralisée. Nous applique- 
rons ce procédé a tous.les coefficients de * avec p>6; dès que 
l’approximation sera suffisante, nous aurons une équation F'(u) =o 
du type elliptique, à laquelle s'appliquent tous lés raisonnements qui 
viennent d’être faits. 

Nous distinguerons par un accent tout ce qui se rapporte a’. Le 
raisonnement qui a été fait à la suite de la relation (12) prouve que 


G(X, Z) — @(X, 2) = Ofe—H.2)}, 
u. et la constante impliquée dans O étant indépendants de l’approxi- 
mation réalisée pourvu que celle-ci soit assez étroite, car ils ne dé- 
pendent que de limites supérieures des valeurs absolues des a; 8, bg, 
c'et des dérivées des a, 4 et d’une limite inférieure positive des valeurs 
de s qui annulent le discriminant de 


y ' yp? 
Xx,3A%,6P2P3— SXapi- 


Pour aller plus loin, considérons l'équation 


Fra) ns du é 
7 > —— — °° u —=0; 
/ 0) 5 ? 
i Oven 


montrons que si l’on impose à une solution élémentaire F,(X, =) de 


(1) Pour le voir aisément, on peut considérer la série de Fourier d’une fonction f(x) 
périodique et continue (L), et en prendre les sommes introduites par Fejér dans cette 
théorie : toutes ces sommes sont continues (L) avec le même coefficient et le même 
exposant que f(x). On passe aisément de là au cas de l’'approximation par des poly- 
nomes d’une fonction de plusieurs variables dont certaines dérivées, d’ordre quel- 
conque, sont continues (L), 


AN] 
a 
> 

- 
a 
. 
> 

y 
] 

f 
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x 


cette équation d’exister quand les deux points sont extérieurs à une 
hypersphère de centre Q.et de rayon R + 4, de s’annuler si X est sur 
cette hypersphère, et de s’annuler, ainsi que ses dérivées, plus rapi- 
dement que toute puissance de L(X, =) quand X s’éloigne’indéfini- 
ment, F,(X, 2) existe. Soit € le contour de l’hypersphère, pris dans 
le sens associé au sens (a, ...,a,) de son intérieur, et soient 
r= L(X, &), p = L(A, =); posons 


(n—1) 


Ne. s do 
FOR Er VE A. EB) F’ Sie 
(X,E)=F(r) af o(A, 2) F'(p) SE dy. 


; : Pace Feet eek Late ice 
F(r) étant la fonction (4), F'(r) étant sa dérivée, < étant la dérivée 
de ¢ suivant la normale extérieure en A, et 5 étant une fonction incon- 
nue qui se calcule par l'équation de Fredholm 


(m—1) 
o(X, =) +2 f a(A, 2) F(p) Pas F(r), 


où X est sur €. Or nous ne sommes pas dans le cas d’un pôle de la 
résolvante car si nous y étions, l’équation 


+ (m—1) 
ae Eo, Op Aoi st ne 
a(Xy+af g,(A)F’(p) ds BOX) B= 0 
aurait une solution non nulle; l'intégrale 


(m—1) 
pla Lik wX)S—Af 0A) F(p) ds 
{4 


o 
’ 


représenterait à l’intérieur de € une solution de (16) telle que, sur € 


: D du Bit 25: 


0X, 


cette intégrale serait donc nulle à l’intérieur de €, car 


du ND UE 0 du CIRE CS 
a(S ga") Det) De) se 


du 


: ’intecrale | + ou? étendue à Vinté- 
ce qui montre que l'intégrale de Xe) Lt 


rieur de € serait nulle, et par suite que wv serait nul. Cette même in- 
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tégrale (17) représenterait donc à Pextérieur de € une solution de (16) 
nulle sur € et nulle à l'infini, donc identiquement nulle puisqu'elle 
ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif; la disconti- 
nuité sur € de = Ba(X) serait done nulle, ce qui prouve que 5, 
serait nul. Cette contradiction prouve que F,(X, =) existe. Rien, on 
le voit, ne suppose que € soit une hypersphère, et l’on pourrait 
raisonner de même pour un domaine borné à frontière simple ou mul- 
tiple; ce mode de raisonnement est emprunté à M. Picard (*). 

Appliquons done la formule de Green à G'(A,=)—d'(A,Z) 
et à F,(A, X) dans la région extérieure à €; nous obtenons 


(anh 


G(X, Z)—@(X, Z)=— ur | K'P+u(A,Z)F,(A; X) dVi 


€ 


Re 
ike 
dn Fo 


(m1) 
+à f [G'(A, Z)— ®'(A,Z)] 
wi 
Or 


Boi Xie ee F(r) =O { esl 0, X) +L(0,=)]}, 


car on voit immédiatemant que o(X, =) = Of een]. Les dérivées 
de tout ordre de F,—F, soit par rapport aux æ,, soit par rapport 
aux £,, ont une limitation de même sorte que F, — F; d’ailleurs la for- 
mule de Green montre que F, est symétrique par rapport aux deux 
points. Comme g> u, on en déduit d’abord que G’ — ©’ admet la limi- 
tation (14), la constante impliquée dans O ne dépendant que des limi- 
tations des a, 4, 6,, c', des dérivées des a, et d'une limite inférieure 
positive des racines de l’équation en s déjà mentionnée. Les dérivées 


par rapport aux æ, admettent la mème limitation dans les mêmes con- . 


ditions. Enfin (SH, théor. 5) on a la mème limitation pour les dérivées 
secondes par rapport aux æ,, mais la constante impliquée dans O 
dépend en outre des coefficients de continuité (L) des b,, dec’ et des 
dérivées des Qx,35 coefficients qui peuvent être pris constants dès que 
l’approximation est assez grande. 

Tout cela s'applique dès que L(O, X)>R + à, quel que soit = : pour 
éviter d'examiner comment se comporte F, quand = vient sur €, on 
peut faire le calcul pour deux valeurs différentes de 2. Pour voir ce qui 


(!) Picann, Selecta, p. 231. 
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arrive si L(O, X)<CR + 6, il suffit de remarquer que la limitation 
G’ — &' = O[ e 40%] est encore valable. Dés lors on pourra trouver 
un nombre fini d’hypersphères de rayon assez petit pour qu'à chacune 
d’elles s'appliquent les équations (11) et (12) de la section HI, et telles 
que tout point intérieur à € soit intérieur à au moins une d’elles. 
Nous ‘obtenons ainsi pour les dérivées de G'—’ jusqu’au second 
ordre par rapport aux æ,, des limitations O[e*"°='], ce qui revient 
à O[ P(X, =)], puisque e*'?* < U(X, Ejet "+5; la constante impli- 
quée dans O ne dépend toujours que des mêmes grandeurs. 
Pour calculer G(X, =), nous poserons alors 


hay SV AS) OX. 2) OX PE — a (XO =), 


à 2 (me) a = uly 
w(X, = hf o( A. B)[ G(X, A) — DIX, A) + OX, A)]D *(A) dVy 


de sorte qu’en posant 
Q(X, 2) = F,[G'(X, 2) — OX, 2) + O(N, 2), 


on devra AVOIE 


7 (nt) 


p(X. =)—2f p(A, Z) Q(X, A)D 


a 
2 


(Aj dVae=2EXES). 


Or d’après ce qui précède, Q(X, 2) = O[yb(X, =)], où » désigne 
une limite supérieure des | a, 3— a, |, [b,— 0,|, [c—c'|, wt Jens, 


pourvu que l’entier arbitraire p qui figure dans la définition de @ et 
de ®’ soit pris au moins égal à (m+4)h-', où A représente l’expo- 
sant de continuité (L) des b,, de c et des dérivées des a, 4. Donc, dès 
que 7, est assez petit, w existe. D'ailleurs K?*'"(X, A) ayant, par rap- 
port aux .v,, des dérivées continues, on peut en dire autant de Q(X, A), 
et par suite de p. Donc u admet des dérivées secondes continues et sa- 
tisfait à l'équation F(u)= Q. La fonction G satisfait à toutes les con- 
ditions du théorème. 

‘Cette fonction G est d'ailleurs unique, car s’il y en avait une 
autre G,, la différence partout continue G— G,, qui s’annule à l’in- 
fini et qui ne peut avoir ni maximum ni minimum, serait identique- 
ment nulle. 

En prenant p assez grand, on constate que G'— ’ a toutes ses dé- 
rivées jusqu’à l’ordre qu'on veut, par rapport aux coordonnées des 
1ux 
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deux points indifféremment, continues et valant O[Y(X, =)l. On en 
déduit que G(X, &) peut être dérivé jusqu ‘à deux fois par rapportaux 
x, et une fois par rapport aux €,, dans un ordre quelconque, toutes 
ces dérivées étant continues pour X=. Quand L(X, =) augmente 
indéfiniment, toutes ces dérivées sont Ofe ths]. Quand X tend 
vers &, ces dérivées se comportent comme celles de ®. 

Plus généralement, si les dérivées d’ordre g +1 des a,,s, d’ ordre q 
des b, et de c sont continues (L), G peut être dérivé g + 2 fois par 
rapport aux a, et g + 1 fois par rapport aux Ë., dans un ordre indiffé- 
rent, toutes ces dérivées étant continues pour X=; quand L(X, =) 
augmente indéfiniment, ces dérivées sont O[e#"*®], et quand X tend 
vers =, elles se comportent comme celles de ®. Pour le voir, il suffit 
de remarquer que ® possède toutes ces dérivées, et de reprendre alors 
le calcul de G. 


COROLLAIRE. — Si les a, 4 ont des dérivées secondes continues (L) et 
les b, des dérivées continues (L), c étant toujours continu (L), la fonc- 
tion G(X, =) satis fait, relativement a =, à l'équation adjointe. 


En effet on peut alors reprendre les calculs précédents, en rempla- 
cant & et #' par leurs adjointes: La solution élémentaire de l’adjointe 
existe donc; elle ne peut alors, d’après ce qui a été démontré, diffé- 
rer de G(X, =), = étant la variable. 


THÉORÈME 3. — Supposons que les -coe f ficients de l'équation (x) sotent 
définis dans un domaine ouvert @ borné, limité par un ou plusieurs con- 
tours dont la réunion prise dans le sens associé au sens (x,, Xo, ..., Pm) 
de (D sera nommée $. On suppose que les coordonnées des points de'S 
sont exprumables à l aide dem —1 paramètres par des fonctions dont les 
dérivées secondes sont continues (L) et dont les m déterminants fonc- 
uonnels ne s'annulent pas ensemble, chaque point de S étant intérieur 
à une partie de S ainsi représentable et le nombre total des systèmes de 
paraméires nécessaires étant fini. On suppose que, dans ® + 8, Péqua- 
tion est de type elliptique et que c, les dérivées des b, et les dérivées dco nil 
des a,, sont continus (L); de plus, sur S, les a, 4 admettent, par rapport 
AL, L3, ..., æ, des dérivées quatrièmes continues (L), et les b,, des 
dérivées secondes continues (L). 


_ 
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Supposons que l'équation (1) wait pas d'autre solution continue 
dans D + 8, ayant des dérivées secondes continues en tout point de ©, 
et nulle sur S, que u==o. Alors quelles que soient les valeurs continues 
données sur S, le problème de Dirichlet généralisé pour les équations (x) 
et (2) admet une solution et une seule. 


4 


Commençons par mettre la formule de Green sous une forme qui va 
nous être utile. Faisons choix de m fonctions 9,, 4, ..., 6, de X, 
continues ainsi que leurs dérivées. Posons 


Ë E Ou 
(18) de sé nn 7" 
(19) Bal o(X)= 3p EËD (0,4 bg) 0 (ais sm), 


et, si X est sur une surface dont.la normale, dans le sens choisi, a 


pour cosinus directeurs &,, G:, ..., Bs 
(20) O[u(X)]= Lo, (X) O.[u(X)], 
(21) _ Z[r(X)]= Zu (X)Z[r(X)]. 


Nous conviendrons encore que, si on les applique à une fonction 
de deux points telle que G(X, =), les opérations #, 0,, © se rappor- 
tent au premier point et les opérations G, Z,, Z au second point. 

La formule de Green s'écrit alors 


(mn) im—t) 
(22) f [vF(u)—ug(eyav= f [ve O(u)—uZ(v)]ds, 
@ s 


e/ 


Di, Do, ..., On étant les cosinus directeurs de la normale extérieure. 
On a aussi 


(m) (mm—t1) (mm) du du : 
(23) if: aF(u)dV= [ u@(u)as — f P(u, 5 voy gt) dV, 


/ 


en posant 


du Da LS du du 
(24) P(u 5 ’ ot ee due 
da ou 
ep 22 (2 5 oa — 9 04 — bs) fe ro 
09,)\.., 
—(¢ + Ly =) u”; 
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ity Cm LUE 1 . 
ov ds + 
A LUS 2% Z(0) Se P DA, Scent gh wa" a AN 
( mis fi "d (: . A =| bey ( € < À ¢ ( : Ox, | y ~~) H 


© 


® . 
‘avec la mème fonction P. 


. : Ou. du : 
P est une forme quadratique en u, => +++» 7 et l’on voit que m 
At “Am 


des carrés dans lesquels elle peut se décomposer ont le signe commun 
des 4,, que nous supposerons positifs. Pour que cette forme soit 
définie, nécessairement positive, il faut et il suffit que son discriminant 
soit positif, ce qui donne 
(26) (e+. i) 

\ ‘OX 


ts x dus» 


2) (nos ds 2 TE ) <0: 


= 22.3 Vs hy += b, — 


ig: = 
le premier membre étant le produit du discriminant de P par 
—4D"'. 

Nous n'avons pas voulu introduire de notations nouvelles, mais les 
relations (22) à (25) sont vraies pourvu que 4, v et leurs dérivées, les 
), et leurs dérivées, les coefficients de # et celles de leurs dérivées 
qui figurent dans G, soient-continus dans «0 +-S, et que les dérivées 
secondes de w et de v soient continues en tout point de @, Si les a, 4 
sont les coefficients d’une forme définie positive, la condition (26) 
entraine que P est une forme définie positive. 

Revenons aux hypothèses de l'énoncé. Nous allons prolonger les 
coefficients de # hors de @®. Pour cela nous reprendrons les fonc- 
tions c, de la section JE, proportionnelles sur $ à des polynomes _ 
end, ...,4,, telles que Lye, = 1 et que Ë,5,c, ne soit jamais nul: 
nous définirons un changement de variables par les relations 


ry Ox(5\, sary Sn 1) + SnCa(Si sees Sms 3 


oll 4, = 9, est une représentation paramétrique de S. Si|s,, | est assez 
petit, il y a correspondance biunivoque entre (x,, 22, ..., æ,) et 
(5), 82, ..., 8,,). Supposons que cela ait lieu pour 

= Si = Ym a CPE 


dans toute l'étendue de S$; 


wo te) ae 
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Soit 2(r,, ..., z,,) une fonction définie dans @-+ $ ct ayant, sur 
S, toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre zp continues (L). Il s’agit de la 
prolonger hors de @, en respectant la continuité (L) des dérivées 
jusqu'à l’ordre p, et de façon qu’en dehors de @ et de la région 
OSS, <5,, (en supposant s,, > o lors de @), cette fonction se réduise 
à une constante donnée g(a). Nous remarquons que 
\ 


si donc les dérivées jusqu’à l’ordre 2p des fonctions ©, sont continues 


i ase dc 4 : no 
(L), toutes les dérivées de 5 par rapport &5,, 50, ...,4,_,, Jusqu’a 


Syn 


l’ordre p, sont continues (L). Mais, puisque c, ne dépend pas de s,,, 
ona, Si p22, 


9 3 929 
Fee, $C ly | 
\ Osi © 0x, 0x 


» 3 ASE? 4 > 25 ’ | do h 
done les dérivées jusqu’à l'ordre p de gs; Par rapport as), 52, ...,80 


Os? 


nt 


” 2 loge te L Sd . Oo ‘ De 
sont continues (L). Et ainsi de suite jusqu’à =, dont toutes les déri- 


vées jusqu'à l’ordre p par rapport à s,,5:, ..., 5, sont aussi conti- 
nues (L). Nous prendrons alors pour 9, dans la région 0 <5, <5, 
un polynome en s,, dont les coefficients seront fonctions de s,, s,, ..., 
Sn. Ce polynome sera tel que, pour s,,== 0, ses dérivées jusqu’à 
l'ordre p par rapport a s,, coincident avec celles de +; pours,,=5,,, 
ce polynome devra prendre la valeur 2(æ) et toutes ses dérivées 
jusqu’à l’ordre p s’annuleront. Il y a un polynome de degré 2p +1 et 
un seul répondant à ces conditions, et il est évident que sa valeur en 
un point X donné ne dépend pas des paramètres 5,, 9, ..., 5, : 
choisis. Toutes les dérivées d’ordre au plus égal à p de la fonction 
obtenue sont continues (L), comme nous le voulions. 

Jci nous appliquons cela aux a, en prenant p= 2. Pour s,, —5,,, 
les a,, devront se réduire à un, les autres a,4 à zéro. Si pour 
0<5,,<5,, les polynomes du cinquième degré en s,, auxquels nous 
aboutissons sont partout les coefficients d’une forme quadratique 
définie, nécessairement positive, nous garderons définitivement ces 
expressions pour les 4,3. Sinon nous ajouterons à tous les a,, la 
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fonction ¢s°,(s% — 5, )* où ¢ est une constante : cela n’altère pas la con- 
tinuité (L) des dérivées secondes. Le discriminant des nouveaux coef- 
ficients a, 3 admet des racines ¢ toutes réelles : nous donnerons à t 
une valeur égale au maximum de la plus grande racine augmenté de 
un; alors les a,,4 sont les coefficients d’une forme quadratique définie 
positive. 

Le prolongement des b, se fera en prenant p —1, la valeur cons- 
tante sur s, — $,, étant nulle. Dans la régiono <5, <5, les 6, seront 
donc, par rapport à s,,, des polynomes du troisième degré. 

Ensuite nous choisissons des fonctions 9, définies hors de @ et 
continues ainsi que leurs dérivées, même sur S. Sur &, on devra 


avoir : 
0az,y 


Oxy 


26, =—b,-+ 2, 


~ 
‘ 


dx, 


Sur S, E. se réduira donc à une fonction connue augmentée 


00. Ds . = 00. 
LU ‘ m if > , . > 
de 2, de de Si, en prenant les x nuls sur S, l'expression (26) est 


négative sur S, nous les prendrons nuls. Dans le cas contraire, nous 
prendrons sur & 
. 00, OSm À 


Proc. 
OSm Jr, : 


la constante ¢ s’obtiendra en ajoutant un à la plus petite valeur telle 
que l'expression (26) ne soit nulle part positive sur S. Les valeurs 
des 0. et de leurs dérivées par rapport à s,, étant ainsi fixées sur S, 
nous prenons dans la région o < 5,5, les 4, identiques à des poly- 
nomes du troisième degré en s,,, à coefficients dépendant de s,, 52, ..., 
5,1, de manière à les annuler ainsi que leurs dérivées pour sm =S,,; 
au delà, les 0, seront tous nuls. 

Il nous reste à prolonger c en respectant sa continuité (L). Pour 
cela nous employons la méthode générale en faisant p = 0, la valeur 
constante sur s,, — 5, étant désignée par — g?. Si en prenant LE 
le premier membre de (26) est négatif dans tout l'extérieur de @, nous 
prenons g = 1. Sinon nous obtenons g en ajoutant un à la plus petite 
valeur positive telle que le premier membre de (26) ne soit nulle part 
positif. 
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De la sorte tous les coefficients de # sont prolongés de manière à 
satisfaire aux conditions du théoréme 2 et de son corollaire, sauf 
peut-être à la condition c < o. De plus, nous avons des fonctions 8, 
continues hors de ® ainsi que leurs dérivées, et telles que la condition 
(26) ait lieu hors de @; ces fonctions sont nulles à l'extérieur d’une 
certaine hypersphère. 

Nous introdnisons maintenant une fonction y(X), continue (L) 
dans tout l’espace, et nulle hors de @ et de la région o<s,, << 5,,. Sic 
et le coefficient correspondant c* de l’adjointe sont partout négatifs, 
4(X) sera nul partout. Sinon y(X) sera constant dans @ et fonction 
linéaire de s,, dans la région o 5, <<5,,, la valeur constante dans @ 
s’obtenant en ajoutant un à la plus petite valeur telle que nic — y ni 
ec —7, ne soient nulle part positifs (ni dans @ ni hors de yi sur 
Sm =5,, et au delà, on prend y = o. 

y étant ainsi déterminé, le théorème 2 nous enseigne que l’équation 


(27) F(u)—yu=o0 


possède une solution élémentaire G(X, 2) s’annulant à l'infini plus 
rapidement que toute puissance négative de L(X, =) et satisfaisant, 
relativement à &, a l’équation adjointe | 
(27 bis) G(u)—yu—=o. 

Nous poserons, en supposant D(A) = 1 [ce qui ne diminue pas la 
généralité (*}], 


(7) 


GY=G,  Gu(X, E)— G(X, A)y(A)G-(A, EydV,, 
l’intégrale étant étendue a tout l’espace; puis 


Pp 
G,(X, 2) =} G(X; E), 


RE 


À ayant toujours la valeur 
=m 
Sous Noa r( 7 + ). 


(1) Il suffit pour cela, après avoir prolongé les az,3 et avant de passer à la suite, 


de tout diviser par D(A). 
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Pour résoudre le problème de Dirichlet pour l'équation (1) et le 
domaine @, nous poserons, en nommant u, la fonction cherchée, . 


Un) 


(28) w(X=—h fs o,(A)G(N, A) dV, 


of a,(4) BL G(X, A)]dSs, 

re) 

l'intégrale d'ordre m devant être étendue à tout l’espace : il suffit, 
pour qu'elle ait un sens, que », soit, par exemple, borné; ¢, et o, sont 
deux fonctions inconnues, 9, d’un point de l’espace, 5, d’un point 
de S. Nous désirons que l’équation (1) soit satisfaite partout, sauf 
sur S. En remarquant que 


F[G(X, A 4 (NX) GX, A) 


et en supposant :, continu (L), cela donne 


(29) a(X)—2f o(A)x(N)G(N. AN) AV, 


~ aif NZ) 2EG2(X, Ay} dS; —0 
wv 


tous nos calculs antérieurs peuvent en effet être reproduits, 7 G jouant 
le rôle de K. Nous devons aussi écrire que sur S, u, = f,(Y). Y étant 
un point de S et f, une fonction donnée. Or l'étude générale des 
potentiels de double couche s'applique à l'intégrale portant sur 5,; on 
remarquera en effet que 


El € 9-3 FAY Oh Panel ©: PS) (an<m), 
et que par suite la discontinuité de l'intégrale provient uniquement du 
premier terme G de G,. On a done 


(90) a0) af a CA) GLY, A) dV, 


ai Mt—)) 


yas | o(A)ZLG CY, \)JdS\ = f,(Y). 


vs 


Le svstème à résoudre est celui des équations (29) et (30), ana- 


| 
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logue à celui des équations (1.) et (12) de la section IH. Ici encore 
des itérations conduisent à un système analogue où le noyau estborné. 
L'intégrale étendue à tout l'espace peut faire douter que la théorie de 
Fredholm s'applique : on lève la difficulté en remarquant qu’étant 
donnée la facon dont G s’annule à l'infini et étant donné le fait que 7 
est nul dès que X est assez loin de O, une inversion nous ramène à un 
sv stème où le champ est borné et le noyau, après itérations, continu. 
Des lors il est plus simple de ne pas faire cette inversion, car dans un 
changement de variables les expressions qui interviennent dans la 
théorie de Fredholm. se changent terme à terme les unes dans les 
autres. | ‘ 

Nous allons remplacer l'équation (30) par une autre : dans l’équa- 
tion (29), remplacons X par un point B de &, multiplions par 
AG(Y, B)dV,, intégrons dans tout l’espace, et ajoutons le résultat au 
premier membre de (30); nous obtenons 


‘30 bis) TN S mah ACN JG ON. AAV, 


af g(A)Z] GX. A)]dSa fi). 
9 


Le système des équations (29) et (30 dis) est évidemment équivalent 
à celui des équations (29) et (30). 

Considérons d’autre part le probléme de trouver, à l'extérieur de @ 
une solution w, de l'équation (2)..s'annulant à l'infini plus ee 
ment que toute puissance de L(O,X), et telle que, sur 8, Z(u)= f,(Y), 
f, étant une fonction continue donnée; c'est ce que nous nommerons 
le problème de Neumann extérieur pour G (nous sous-entendrons 
même le plus souvent le mot extérieur). 

Nous poserons 


o tt 


(31) mi N= 22 f a (MGV NC da 


Li 


af 7, (A) Gs (Aw NY doa: 
on 


En calculant G(u,), nous aurons une expression où 27(X) sera en 
facteur; nous supprimons ce facteur, quoiqu'il soit nul quand L(O, NX) 
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est assez grand; nous trouvons ainsi l’équation suffisante 
(mn) 


(32) p(X) Af RAGE 7 (A)aVA 


im-1) 
=f a, (A)G®(A, X)dS,— o- 
s 


Pour traduire la condition sur S, nous remarquons que 


m—1) 
f ,(A))Z[G(A, X)]+ 8[G,(A X)]} dS, 


est continu mème sur & car d’une part 


0G, OG, 


= — 2—m 3€ A) a 
OX», x Ody Len ] | 
| " 0G, , 
et d’autre part les fonctions [o,(X)— @,(A)] az, € G, donnent lieu 


à des intégrales continues. La condition sur S devient donc 
(mm) 
(33) o, (Y)— an f o,(A)Z[G(A, Y)H(A)aVA 


z af a (A)ZIG (A, ¥)]4Ss—=f,(Y). 


Dans (32), remplacons X par un point B de S, multiplions par 


intégrons dans tout l’espace et ajoutons le résultat à (33) : 


a (mm) 


(33 bis) o,(¥)— 22? p, (A)Z[G(A,¥)}y(A)dVa 
(wi—1) 
ee af o,(A)Z[G,(A, Y)]dSi=f,(Y); 


cette équation remplace (33). Il suffit maintenant de comparer les 
systèmes (29) et (30 bis) d’une part, (32) et (33 bis) d’autre part : ce 
sont deux systèmes associés, c'est-à-dire que si, par la transformation 
connue, on les remplace chacun par une seule équation, l'un des 
noyaux se déduit de l’autre par échange des rôles des deux points. 
Nous aurons encore besoin d'écrire ce qui correspond à l'échange 
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des rôles de # et de G. Pour le problème de Dirichlet relatif à G; 
nous aurons ; 


(mn) * 
(34) w(X)=— 3 f pa(A)G(A, X)dVq 


+ (7m—1) 
nf o.(A)@[G.(A, X)]dSq, 
S 


(me) 
(35) pa(X)— à f pe(A)y(X)G (A, X)dV, 
(m—1) 
ev afh o,(A)y(X)@[G®(A, X)]dS,=o. 
Ss 


(un) 


CO cay og(¥)— 92]. pif AVGPUA, YAY, 


(722—1) 5 
-nf s,(A)8[G, (A. Y)]dSi=f,(Y): 
Ss : 
pour le problème de Neumann relatif à #, nous aurons 


(37) : tek Ke Veco an f p:(A)G(X, A)y(A) dV, 
a (1) 


2 anf TA aN Te 
Ss 


(72) à 3 
(38) eh § ea 1p p;(A)G(X, A)x (A) dV, 
(™m—1) 
xe na PAT por frere 
roy à 


a (7) 


(39) o,(Y)— 22? | o,(A)O[G'2(Y, A)]y(A) dV 4 


(7—1)} 
af e(A)ELGCY, A)JaSi = (7) 
roy 


Je dis que dans notre hypothése, c'est-à-dire si le problème de 
Dirichlet relatif à # où j, est nul n’a que la solution zéro, ces quatre 
systèmes de Fredholm ont chacun une solution et une seule. Il suffit 
de démontrer que les systèmes homogènes n’ont que la solution zéro. 

Prenons d’abord le système des équations (38) et (39) avec fs = 0; 
soit 03, 5, une solution. La fonction u,; représentée par (37) satisfait 
partout, sauf sur S, à l'équation (1); quand X tend vers & par points 
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extérieurs à @, O(u,) s’annule. Appliquons alors la formule (23) à la 
région extérieure à @ (on limite d’abord cette région à une hyper- 
sphère dont on fait ensuite tendre le rayon vers l'infini); on trouve 


um 5 dus QUE h Ou, + 
fe I (. Or, ? Or, Vln LVS 05 


l'intégrale étant prise dans l’extérieur de @; donc dans cette région 
u, =: 0. Done, dans l’intérieur de @, wu, est une solution de (1) nulle 
sur S; uw, est donc encore nul dans @. Par suite O(w,) a la même 
valeur zéro dans les deux cas; donc 5, est nul. 5, et vu, étant nuls, il 
suffit de comparer (37) et (38) pour voir que £, =o. Done si f,— 0, 
le système des équations (38) et (39) n’a que la solution 7éro. 

Il en est donc de même pour le système associé [(35) et (36) |; par 
suite le problème de Dirichlet relatif à G a toujours une solution. 

Nous pouvons même affirmer que si l’on met des fonctions quel- 
conques dans les seconds membres des équations (35) et (36), le 
système est soluble. Nous allons en profiter pour former une fonction 
de Green. Soit p un entier quelconque dont le double soit supérieur 
à m; la fonction G,(X, =2)— u(X, =) sera une fonction de Green si 
elle s’annule quand = vient sur & et si 
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o 


A 


ANSE E MT ay XS), 


On doit donc poser 
wm 


(io) u(X,Z)=—2 | b(X, AJG( ALS NAN, 


A | 


DAC) 


PALIER 


7( X, B)O[G,B. =)]dSy, 
i 


A 


if pid NGA. Ziy(Z)d\, 


(41) ot, 


mn ! 
aif gt SO CCD =) ds 
Ë 


SL SGEN, EN. 


»(m) 


(ir GIN, Vi def spin eV hd 


LL 1 


vif gi \. B)@[G.(B, ¥)]dS,=G,(X, Y). 
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Vérifions que, par rapport à X, notre fonction de Green satisfait à 
l'équation (1). Si l’on applique l'opération :* aux deux membres des 
équations (41) et(42), on a des équations analogues où ¢ et 5 sont 
remplacés par (2) et (3), et où les seconds membres deviennent 


PEUR TEEN GORE pe GN 2) 
et 
y CX MX XL. 


c'est-à-dire ce que donneraientles fonctions — 2” ?7(X)7(2)G"-"(X, =) 
et séro mises à la place de o(X, =) et de 5(X, Y) dans les premiers 
membres des équations (41) et (42); donc 


LDN. Shad Ay Kyl SS) Grex, =). 
#la(X, Y) |=, 


et par suite 


(43) FL u(X, BE) = Wry (X)GM(X, =), 


c’est-à-dire que notre fonction de Green satisfait aussi à l'équation (1). 
Montrons maintenant que si X vient sur S, la fonction de Green 
s’annule on que 


ut, ES GENS =): 


Soit, pour X quelconque, 


= 
= 


U(X, Bae Gy(X, D) G(X, SE w(K, Sd, 


On remarque que 


G(X. Z)— G(X. BHA [GX NC VGA Zid, 


de sorte qu’en posant 


sues eave D(X, \j)GCN. Syd 
: m—l 
us f a (X..B)O G2 B, 25] Sz, 


es 


L 
ce qui entraine, d’après (41), 


expe) Eye fol NS NE Gs XS. 
15 | 
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les équations (40) à (42) deviennent 


(m2) 


(44) W(X, ESHA [OX A)A(A)G(A, E)dVs 


(m—1) 
2 anf o(X, B)@[G,(B, Z)]dSy, 
Ss : 


(m) 
(4) p(X, B)— Af p(X A)A(AG(A, 5) AV, 


(7—1) 
cl af o(X, B)@[Ge)(B, =)]dS;— G(X, =), 
Ss 
(m—t) 
Hé) XV Tr anf o(X, B)@[G(B, Y)]dSp—o. 
. 3 
L’équation (44) s'écrit aussi 


(47) u'(X, B) = G(X, B)— p(X, Z)— 22. f. o(X, B) @[G(B, =)]dSp. 


On veut que, si X est sur S et Æ dans ®, on ait 


u'(X, Z)= G(X, 5), 
et par suite 


(m—1 
(48) p(X, = anf o(X, B)6[G(B, E)JdS; 
Ss 5 


si = vient sur S, cela donne l’équation (46), quel que soit a. Il reste 
done seulement à vérifier ‘3 il existe. une fonction 6 telle qu’en la 
joignant : à la valeur (48) de £’, on ait une solution de 1’ ue (45), 
qui se réduit alors à 


(49) aif 0X, B)@[G(B, Z)]dSp= G(X, =); 
si& vient sur S, cela donne l’équation 
c(X, B)—aa fax, B)@[G(B, =)]dS;= G(X, €). 
Cette équation admet une solution et une seule; en effet on peut 


appliquer ce qui a été fait jusqu’ici, en mettant les GC (27) 
et (27 bis) à la place de (1) et (2), puisque l'équation (27) n’a que 


ete wae BO ee 
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séro comme solution nulle sur S; or le systéme des équations (35) 
et (36) se réduit alors a 


(a —1) 
EX Pad, Pau ie < anf o,(A)@[G(A, Y)]dS,=f,(Y), 


ce qui prouve notre assertion. Cette fonction o(X, =) satisfait à l’équa- 
tion (49), car la différence des deux membres de celle-ci est une solu- 
tion de (27 bis) nulle quand & vient sur S et par suite identiquement 
nulle puisque c* — y <o. 

A la vérité, quand © tend vers le point X de S, on sait seulement 
que la différence des deux membres de (49) est O[ L’-"(X, =) ](m >3), 
ou de l’ordre d’un logarithme si m= 3. En effet si nous nous bornons, 
pour la commodité du langage, au cas m> 3, ona 


o(X,2)=G(X, E)+ O[Ls-*(X, &)]; 


d’autre part, d’après la formule de Green, en tenant compte de ce que 
= est dans @ et X sur S, ona 


im—1) (772 —1) 4 
G(X.) +02 f G(X, B)@[G(B, E)]dSa= 22 f G(B, Z)Z[G(X, B)}dSy: 
Poy Ss 


or le second membre est visiblement O[ L*~"(X, Æ)]. Enfin on peut 
vérifier que 


ifs _ O[L*"(X, B)]@[G(B, =)] dSp= O[ L'-"(X, B)]. 


En effet un changement de paramètres déjà employé ramène l’inté- 
grale à 
im— 1) 
anf L-"(X, A)L-"(O, A)d(ay. ..., Am) 


(O remplace X et X remplace =) étendue à une partie de a,,=0; il 
faut prouver que ce résultat vaut O[ L'—"(0, X)]. Or l'intégrale étendue 
à L(X, A) < 27'L(O, X) est évidemment O[L'"(0, X)] comme pro- 
duit de deux facteurs dont l’un est borné (voir § IV, démonstration du 
théorème 1) et l’autre est de ce type. Dans la région 


L(O; A)< 271L(O,X), 
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nous avons à intégrer le produit de deux facteurs, dont l'un 
La es dB, A ) — GET, X)}? 
l'intégrale de l’autre est O[L?(0,X)], d'où O[T* "(0, X)] comme 
limitation de l'intégrale donnée. Dans la région 
3110, X)£L(O, A) <2L(O, X),  L(X, A) > a7 L(O, X), 
même calcul et même résultat que dans la précédente. Enfin dans la 


région L(O, A) > 2L(0, X), un changement de variables montre que 
l'intégrale est moindre que 


; 1 —\ 
alae RON i LUN GAL) LE CORRE le 


où X’ est tel que L(O, X')=1, et où l'intégrale est étendue à la 
région L(O, A) > 2; cette expression est moindre que 


My, L2— AU \ ) [ 


À 


1 
EFC) ANT TRUE 


l'intégrale étant étendue à la région L(O, A) > 2 et étant par suite 
constante: ce résultat est encore O[L*-"(0, X)[. Ainsi la différence 
des deux membres de (49) est bien O[ L’~"(X, =)] (> 3). 

Or un théorème de M. Zaremba (') peut s'adapter au cas actuel : si 
est une solution de (27 bis) nulle sur S sauf peut-être en un point 
Pouu—o[L?"(P, X)], « est identiquement nul dans @. En effet 
sur l'hypersphère L(P, X) = ¢, où 0 est suffisamment petit, 


HE HGOCP ON), 


7 étant un nombre positif quelconque donné; done nG(P, X)+« 
et nG(P, X) — w sont positifs sur la frontière de la partie de «D limitée 
par ces hypersphères, done positifs dans toute cette partie de (; 
done |u| <7,G(P, X)quels que soient X et 4; done u =o. 

Il est done bien démontré qu'il existe une fonetion de Green, 
G(X, =) — u(X, =), solution de (1) relativement à X, de (2) relative- 


(1) Indiqué par M. Goursat, Cours d'Analyse, t. HE, 2° édition, p. 205 : il est 
visible que la démonstration peut être étendue plus qu’il n’est fait dans le texte. 
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i= , 5 c = 2 
ment à =, et s'annulant quand un des points vient sur S. Nous pour- 
rions en déduire immédiatement que les problèmes de Dirichlet pour # 


et pour G sont tous deux possibles et que la solution est unique. Mais 


pour ne pas abandonner nos systèmes de Fredholm, nous pouvons 
nous borner à remarquer que toute solution de(2) nulle sur et ayant 
ses dérivées secondes continues dans @ est nulle dans @, d’après la 
formule de Green. Cela permet de poursuivre le raisonnement en 
échangeant les rôles de # et de G : nos quatre systèmes de Fredholm 
sont donc bien toujours solubles, ainsi que les problèmes correspon- 
dants de Neumann et de Dirichlet, dont les solutions sont uniques. — 

Le théorème est démontré, ainsi que l’existence de la fonction de 
Green F(N, =). Cette existence étant prouvée, on peut reprendre les 
calculs en prenant 7 > c, sans s'occuper de c* : dès qu’on aura formé 
la solution élémentaire F(X, =) de (2) qui s’annule quand = vient 
sur S, on pourra affirmer que c’est la fonction de Green, sans avoir à 
verifier ses autres propriétés. — 


PREMIÈRE APPLICATION. — St c<Co dans W, le problème de Dirichlet 


généralisé est soluble d'une facon unique pour & et pour son adjointe. 


En effet on sait qu'alors le problème à donnée nulle concernant + 
n’a que la solution zéro. 


DEUXIÈME APPLICATION. — Sc c<odans (D, le problème de Dirichlet génc- 
ralisé est soluble d'une facon unique pour & et pour son adjointe. 


En effet soit a un nombre inférieur au minimum de +, dans « et 
soit M un nombre supérieur au maximum de |b,}a,". La fonction 
et es est positive dans @ et si on la substitue à la place de u 
dans #, le résultat est négatif. Donc si l’on pose 


TEE M tr je 


l'équation en + est du type de la première application ("). 


St les coefficients de & et le contour $ satis- 


TROISIEME APPLICATION. 


font aux conditions requises de régularité, dl suffit pour que le probleme 


(1) Démonstration inspirée du cours professé par M. Picard en 1910. ainsi que la 
démonstration relative à la troisième application. 


AE 
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de Dirichlet pour & et pour G soit soluble d’une facon unique, que la 
mesure de @ soit inférieure à une certaine limite dépendant des limites 
supérieures des valeurs absolues des coefficients de % et des coef ficients 


de continuité (L:) des a,,s, ainsi que d’une limite inférieure positive des | 


racines s du discriminant de 


22,3 43,8PaP3 = $22 Pa, 
et d'une limite supérieure de L(X, =) quand X et = varient dans @. 


En effet, si l’on définit H(X,=) comme dans la section III, on con- 
nait des nombres positifs & et 4’ tels que 
kL2(X, E)<H(X, Z)< FLUX, ZE): 
si l’on pose 


2m 2— 1m 
K(X A) #[H 2 GA] en T (X, A), 


et si h est l’exposant des conditions de continuité (L) données pour 
les 4,3, on en déduit un nombre &’ tel que 


"|K(X, A) |< Lm (X, A). 
Si 
(7) 1 é 
KW=K, K(x, =)=f “K(X, A)D F(A)K-U(A, =) dV,, 


l'intégrale étant prise dans un domaine débordant @ aussi peu qu’on 
veut, on en déduit que la série 


œ 


2m mi am ay 
We (XE) + Dae f H 3 (X, A)D %(A)K™(A, E)dV, 


n=i 


converge et représente une fonction positive continue pour X + = dès 
que la mesure w de (P est inférieure à une certaine limite dépendant 
des quantités indiquées; si F(X, Æ) est cette série on a en outre 


F(X, Z) <</L>"(X, 5), 


/étant une constante connue, Soit alors M une constante supérieure 


Cr 
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au maximum de |¢]. Considérons les fonctions ¢, telles que 
* (77) pa 
peek, bees (X) = 0M f° F(X) 2)D (ZE) (E) dVz. 
On voit que tous les ¢, sont positifs et que 


2 21 
HA) dot, re, ( KY) (ro) ; 


l’ étant une constante connue. Cette série converge donc uniformément 


nt 
siw<l' *, et si l’on pose 
PI ii Patiss, 
on à « 
cm 1 
1 +6 (X) M f F(X, Z)D #(Æ)r(Z)dVz, vo. 
D'autre part ¢,,, satisfait à une condition de Lipschitz généralisée 
avec un coefficient proportionnel à une borne supérieure de |¢,,|; 
donc ¢ est continu (L); donc ¢ possède des dérivées secondes con- 
tinues (L) et 
F(e)—ce——Mr. 
De là résulte #(e) Lo. Donc si l’on pose u = ew, l’équation en w 
satisfait aux conditions de la première application. 


Tuaéorème 4. — Sz les coefficients de & et le contour S satisfont aux 
hypothèses du théorème 3, mais si le problème de Dirichlet à donnée nulle 
pour # admet une solution non nulle, 


2 


1° l'en est de même nour G ; 
2" chacune de ces équations admet le même nombre fint p de solutions 


nulles sur S linéatrement indépendantes ; 

3° S20, 6, . ..,  sontunsysteme de telles solutions linéairement indé- 
pendantes pour G, et st l'on se donne une suite continue u de valeurs 
sur S, il n'existe de solution de (1) prenant ces valeurs sur S que st 


m—1) 
(50) ih uZ(e,)dS=o (REA) 4 ID), 


* 


et ces conditions sont suffisantes. 
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — AOUT 1929. f 29 
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La première partie de l’énoncé est une conséquence immédiate du 
théorème précédent. il 2 

Pour la deuxiéme partie, remarquons d’abord que, si l'on considère 
les quatre systèmes de Fredholm du théorème précédent, les systèmes 
homogènes ont tous quatre des solutions non nulles. 

En effet soit w une solution non nulle du problème de Dirichlet à 
donnée nulle relatif à F. Les dérivées de w sont continues même sur & 
(SIV, théor. 3). Appliquons la formule de Green au (A) eta G;(X, A) 
dans la partie de extérieure à une hvpersphère de centre X et de rayon 
infiniment petit; il vient 


(51) «= f G(X. A)y(A)u(A)AVy 
dD 


a 


m—|) 
af G,(X. LOL \)] Sy. 


pourvu que X appartienne à @; si X est extérieur à +S, il faut zéro 
dans le premier membre. Cela nous prouve que les fonctions 


1m 


pat X)=— » y | G(X. Ay Lu (A) dV, 
@ 


guUX)=— x 'O[u(X)|. 


introduites dans l'expression (37), représentent zéro hors de @ et par 
suite satisfont aux équations (38) et (39) avec /,—0. Remarquons 
d'ailleurs que £, et 5, ne sont pas à la fois identiquement nuls, sans 
. - a je RER . . , x 
quoi u (X) serait, d’après (51), identiquement nul, contre l'hypothèse. 

re s 90>. pa \ . . . 

Le système [(38), (39) | homogène admet donc bien une solution non : 
nulle. 

Le même raisonnement prouve qu'il en est de même du sys- 
tème [(32), (33) ]et par suite des deux systèmes associés, c'est-à-dire 
que les quatre systèmes de Fredholm homogènes ont des solutions 
non nulles. 

Soit p le nombre des solutions linéairement indépendantes du sys- 
os L038), (39)] homogène; d'après ce que nous venons de voir, 

ae (1) n’a pas plus de p solutions linéairement indépendantes 
nulles sur $ et à dérivées secondes continues en tout point de @. Mon- 


! 
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trons qu'il y en a exactement p. Il suffit pour cela de faire voir qu’à 
toute solution non nulle du système [ (38), (39)| homogene correspond 
par la formule (37) une solation non nulle du problème de Dirichlet à 
donnée nulle pour #. Je dis d'abord que la fonction «, représentée par 
(37) est identiquement nulle hors de @; en effet w, et ses dérivées 
s’annulent à l'infini plus rapidement que toute puissance de L(O, X), 
et d'autre part si X vient sur S par points extérieurs à @, O(u;)= 0. 


. D’après (23), cela entraine 


\E77a1 
. Ou; du. 
; Py} ty, SR SE |S 0; 
OX, Cire 


l'intégrale étant étendue à l'extérieur de M; done uw,;=:0 dans toute 
cette région. Or uw, est continu même surS; c’est donc dans @, pour #, 
une solution du problème de Dirichlet à donnée nulle. Cette solution 
n'est pas nulle, sans quoi O(w;) aurait la même valeur que X vienne 
sur $ par points de @ ou par points extérieurs à @, et par suite 5, 
serait nul; et alors, en comparant (37), où u, — 0, et (38), on voit que 
2, serait nul aussi, ce qui contredit ’hypothése. 

Ainsi le problème de Dirichlet à donnée nulle pour # a exactement 
psolutions linéairementindépendantes. Si 4 estle nombre dessolutions 
linéairement indépendantes du même problème pour G, g est aussi le 
nombre des solutions linéairement indépendantes du système [(32), 
(33)] homogène. Nous allons maintenant démontrer que p= 4. 

il suffit de montrér que p>g, car en échangeant les roles de Æ et 
de Gj, on aura aussi gp, done p = q. Or q est aussi le nombre des 
solutions linéairement indépendantes du système | (29), (30) | homo- 
gène. Si nous prouvons qu'à une solution non nulle de ce système cor- 
respond, par la formule (28), une fonction w,(X) non identiquement 
nulle dans ®, il en résultera bien que p~q. Il revient au même de 
prouver que si #, est nul dans «, ¢, et 7, sont identiquement nuls. 
Posons 

Ib m=) 


p(d)=sh | BUA CI KANON à sais | RTL GH ASS AT AS. 


Cr] 


d’où résulte 
BN) sey (ks )p(N)s 
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en supprimant les indices de 5, et de u,, nous aurons 


im) 


(52) u(X)=—2 f G(X, A)y(A)p (A) aVa 
(m—1) 
49 À Z|{G,(X, B) B) dSs. 
à f [G,(X, B)]e(B)dSs 


im) 


(53) p(X) —2 f G(X, A)z(A)p(A)dVa 
es LEGO HS (B) 48 0, 
où [7 Z[G2(X, B)]2(B)dSy=0 


.(m) 


(54) 2(Y)—2 f G(Y, A)y(A)p(A)dVa 
(tn — 1) 
— 93 f Z[G.(Y, B)]o(B) dS,—0. 
La comparaison de (52) et (53) donne, u(X) étant nul dans ®, 


p(X)=—an[ ~ ZL[G(X, B)]o(B) dSp, 


pourvu que X appartienne à @; reportons cette valeur dans (52), il 
vient 


(m—1) 
he Z[ G(X, B)]o(B) dSy—o, 
Ss 
si X est dans @. Si X vient en un point Y de S, cela donne 
(m—1) 
a(¥)—an f Z[G(Y, B)]o(B) dSy=o. 
Ss 


Or le système qui correspond à [(53), (54)] pour F(u)=yu se 
réduit à l'équation ci-dessus en 5 jointeàs = o. D'après le théorème 3, 
on a donc 

g — 0. 


D'après (53), on a dans tout l'espace 


In) . 
p(X) f G(X A YA de (A Yi = 0: 


id 
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u satisfait donc dans tout l’espace à l’équation F(u) = 0; comme u, 
nul dans @, s’annule à l'infini, ainsi que ses dérivées, de façon expo- 


_ nentielle, u est nul dans tout l’espace d'après (23) et (26); par consé- 


quent, dans tout l’espace, 
PIX) O0. 


Il est donc bien démontré que si 9, et 5, ne sont pas tous deux iden- 
tiquement nuls, w, n’est pas identiquement nul. Donc p = gq. 

La deuxième partie du théorème étant démontrée, passons à la troi- 
sième. Soit S’ une multiplicité située dans @ et se réduisant à S quand 
un certain paramètre dont dépend S’ tend vers zéro; par exemple S’ est 
le lieu des points de @ situés à la distance à de S. Si west une solution 
de (1) dans @, prenant sur S une suite continue de valeurs, on a 


(m—1) 
ie [uZ(r,) —%,8(u)]dS=o. 
5 


FA] 
CA 


Faisons tendre à vers zéro. On a v,,= O (à), car ¢, est nul sur S et a 
des dérivées continues même sur & (§IV, théor. 3). D'autre part 
@ (vw) =0(6") (SIV, théor. 1). A la limite, on a donc les conditions 
nécessaires (50). 

Je dis que ces conditions sont suffisantes. En effet pour que le sys- 
tème [(29), (30)], où /, est une fonction continue quelconque, soit 
soluble, il faut et il suffit que 


(ra —1) 
id fi(Y)¢,(Y) dSy=0, 
Ss 


(p1, 51) étant un système quelconque de fonctions satisfaisant au sys- 
tème [ (32), (33)] homogène. Mais on a vu il ya un instant que 6, n'est 
autre, à un facteur constant près, que Z(u,). L'ensemble des condi- 
tions (50) est donc suffisant pour que u existe. L'expression (28), où 
(9,, ,)est une solution quelconque de[ (29), (30)], nous donne toutes 
les solutions d’après la seconde partie du théorème. 

Le théorème est démontré. Sa démonstration et celle du précédent 
nous prouvent que la résolution du problème de Dirichlet pour # est 
entièrement équivalente à celle du système [(29), (30) ]. 
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Les conditions (50) s’écrivent 


—1) 


nm à 
On 
he u(X) 2.343,58 w,dS=0;3 
? 


Ox 
on les a donc immédiatement dès que l’on connait ¢,, 6,...,4,. 


Remarque. — Si l'on cherche une solution de 
F(u)= f{X) 
ayant ses dérivées secondes continues en tout point de «, et se rédui- 


sant af, (Y) sur S, la formule de Green nous donne les conditions 
nécessaires 


(m) 
190) sf JN ent) dNy 
x (a 
im li 
+ FPS DIS TS: ee et - S AE 
re] 


Ces p conditions sont aussi suffisantes. En effet il faut donner comme 
second membre à l’équation (29) /(X), et à l'équation (30 bts) 


alm) 


firyrif eB) GLY. By dV ns 


l'intégrale étant étendue à tout l’espace; /(B) est prolongé hors de @ de 
facon arbitraire. Si l'on introduit une solution (£,,5,) du système 
homogène [(32), (33 bis) | et la fonction w, donnée par (31), fonction 
qui est nulle hors de « et qui coincide dans « avec l’un quelconque 
des ¢,, les conditions nécessaires et suffisantes de solubilité sont, 
d'après la théorie de Fredholm, 


yell ‘ 
(56) J Jp Xi dVy 


m—ts 4 
se L LAY) | 1 | GUN. By fi BydNal ay )dSy= 0. 


Or 7(Y)=—2 ‘Zac ¥)], les dérivées correspondant aux valeurs 
intérieures à 3; d'autre part 
euiewh 3 
"MATE TTANT— anf CAN) Goby tN) JS, 
a 


a i) 


1 GA Zu, (Ads. 
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Si X est extérieur à @, wu, et le second membre sont nuls; donc 9, —0. 
Si X fait partie de @, on trouve SA (N)—=—u,(X). On voit ainsi, en 
remplaçant uw, par e, et en intervertissant deux intégrations, que les 
conditions (56) sont identiques aux conditions (55). 


VI. 


Soit F(p,.,, Pis, PRE Donne Pi Pas VISDR PT Liste, LE) Ou 
m(m +1) 


plus simplement F(pig:p;:u;æ,)une fonction de : paki tok 
variables (pz 4—=py..)- On posera 
oF 1 OF is OF F 
LM y= —— » [i ee (27259) EEE CS al 
Ops,x 2 IPs. Opx du 


Supposons qu’une fonction uw soit solution de 


= OUT du 

2) FWP pos get Me): 

la fonction u est supposée continue. ainsi que.ses dérivées jusqu’au 
second ordre, en tout point d’un domaine ouvert @, et l’on suppose 
que F, les 4,4, lesb, etc sont fonctions continues des 2~' (n° + 5m +2) 
arguments dans un champ € comprenant à son intérieur l’ensemble 
des systèmes de valeurs de æ,, ..., æ,, u et des dérivées premières et 
secondes de wu quand (x,, ...,æ,) varie dans @. On dira que l’équa- 
tion (2) est de type elliptique relativement à wu dans le domaine @ si 
en tout point de ce domaine la forme quadratique 2,.4@,.42,34 est 
définie. Nous supposerons une fois pour toutes qu’elle est définie posi- 
tive, ce qui ne diminue pas la généralité. 


Taéorëue À. — On suppose que dans € les dérivées partielles de F jus- 
qu'à l’ordre q par rapport aux 27° (nm? + 5m + 2) arguments sont con- 
tinues (L); st q —1, nous admettons en outre que les dérivées partielles 
des a, par rapport aux mêmes arguments sont continues (1). Nous sup- 
posons enfin que les dérivées secondes de u, ainsi que celles de ses dérivées 
troisièmes qui sont des dérivées de dérivées secondes | figurant dans les a, 3, 
sont continues (L) dans (M. Alors toutes les dérivées partelles jusqu'à 
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l’ordre q + 2 de u par rapport à X,, Ly, ...,æn sont continues (L) dans 
tout domaine fermé intérieur à @. 


En effet soit o(X) une quelconque des dérivées premières de v. 
Dans le cas où les dérivées troisièmes existent et sont continues, on 
peut écrire 


do 5 
7 Q ——— = 2 
(3) 22.3 44.3 0,073 f(X), 


f(X) etles a,,3 étant des fonctions de X connues si l’on connaît seu- 
lement wu et ses dérivées premières et secondes; f (X) et les dérivées 
des a,,3 sont continus (L). 

Soit @, un domaine ouvert situé dans @, ainsi que sa frontière S, ; 
@, et S, satisfont aux hypothèses de la section IT; ce sont par exemple 
l’intérieur et le contour d’une hypersphère de rayon assez petit. En 
reprenant les notations de la section IIS, appliquées à l'équation (3) 
en 9, on aura, si les dérivées troisièmes de u sont continues, 


P M) 2—m 
era PS) 
(4) OT + (x, =) PE) avs 
VD(E) 
Qn—1) (=) 
3 LR = Z[H(X, 2; p)]dSz, 


@, étant un domaine débordant quelque peu @,; l’opération Z est 
définie comme dans la section V (théorème 3), en prenant 


y, V8 
0,(X)= 23 Fe be 


En désignant par /,(Y) les valeurs de 9 sur S,, 


(a = 
(5) Gist K(X, = = dVz 
pit 


— ar+ Z[ K+) (X, B: p)1dS== f(X 
f DE [ ( P)]dSs=f(X), 


91 


ime 2—m 


(6) ob cr ja Het ory) o(=) dV= 
yD 


D 


L af = = AMY, Esp) d8z=f). 


awe 
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Or si l’on considère, dans les équations (4) à (6), 9,0 et s comme 
les inconnues, les données ne font intervenir que les dérivées de wu 
qui figurent dans l'énoncé, pourvu que celles-ci soient continues (L). 
Même sans savoir si toutes les dérivées troisièmes de wu existent, on est 
certain que le système est soluble si @, est assez petit; je dis que o(X) 
représente encore dans ce cas la dérivée première considérée. 

Pour le montrer, nous considérons uv comme limite d’une suite de 
polynomes uniformément convergente ainsi que les suites de toutes 
les dérivées jusqu’au second ordre et que les suites de celles des 
dérivées troisièmes dont parle l’énoncé, ces dérivées troisièmes et 
toutes les dérivées secondes satisfaisant à une même condition de 
Lipschitz généralisée, de mème exposant que la condition à laquelle 
satisfont les dérivées correspondantes de uw. Si l’on désigne par ¢ un 
de ces polynomes, la fonction ¢ pourra être obtenue par un système tel 
que celui des équations (4)à (6), car elle a des dérivées de tout ordre; 
H(X, =), K(X, €), H(X, =; p), J{X), 7, (Y) sont formés à l’aide de ¢ 
au lieu de uw. Quand ¢ tend vers uw, la solution [?(X), &(X), a(Y) du 
système tend uniformément vers une limite; en effet f(X) et f,(Y) 
tendent uniformément vers des limites, et l’on peut démontrer (') 
qu’il en est de même pour p, cet ® : pour cela, on établit que 


L-1+() X, S)K(X, =) (€>0) 


tend uniformément vers une limite, ainsi que 


L-r+(X, E)KM(X, 2) (o<p<m) 


et que les K(X, =) si p> m, et que les L”-?**(X, E)H(X, &; p); 
puis on passe au noyau résolvant, multiplié par L”?*<(X, 2), pour 
lequel il y a encore convergence uniforme. Ainsi o(X) tend uniformé- 
ment vers une limite qui dès lors ne peut être que la dérivée consi- 
dérée de uw, et l’on voit que le système (4) à (6) est encore valide à la 
limite. Mais alors (vorr § III) les dérivées secondes de © existent et 
sont continues (L) dans tout domaine fermé intérieur à @,. Donc les 
dérivées troisièmes de w existent et sont continues (1) dans tout 


(1) Comme dans D., p. 83 à 86 et p. 111 
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domaine fermé intérieur à @,, done dans tout domaine fermé intérieur 
à D. i 

Si q>2, il faut continuer le raisonnement. Supposons que les déri- 
vées d'ordre n(3Sn <q +2) soient continues (L) dans tout domaine 
fermé intérieur à @. Je dis qu’il en est de même de celles d’ordre n + 1. 
Pour cela nous remarquons que, dans l'hypothèse où les dérivées 
d’ordre n-+ 1 existent, on peut, en dérivant n — 1 fois l'équation (2 ), 
obtenir une équation telle que (3), où 2 désigne maintenant une 
dérivée d'ordre n — 1, et où /(X), qui nedépend que des dérivées de uw 


jusqu’à l'ordre », est continu (L). On peut de nouveau écrire les équa- 


tions (4) à (6) et l’on démontre comme ci-dessus qu'elles sont valides 
indépendamment de l'existence des dérivées d'ordre n + 1; mais alors 
on conclut de ces équations que les dérivées d'ordre n + 1 existent et 
sont continues (L) dans tout domaine fermé intérieur à @. 


Turortme 2. — Soit S la frontière du domaine borné ouvert @, les 
coordonnées des points de ‘8 pouvant s'exprimer par des fonctions de 
m—1 paramètres dont les déterminants fonctionnels ne peuvent s'an- 
nuler ensemble et dont les dérivées jusqu'à l'ordre g + 2(q2>6) existent 
et sont continues (L). On admet que les hypothèses du théorème 1 sont 
remplies pour cette valeur de q, et que, st q —0, les dérivées sixièmes 
des 4,3 par rapport aux p,,8, pa, U, æ, sont continues (L); enfin on 
suppose que u et ses dérivées jusqu'au huitième ordre sont continus méme 
sur $ et que les dérivées d'ordre q + 2 des valeurs de u sur'S par rapport 
aux m—1 paramètres des points de $ existent et sont continues (L). 
Alors les dérivées de u jusqu'à l'ordre q + 2 sont continues (L) dans 
D+S. 


I suffit de démontrer le théorème pour une partie de S ayant à son 
intérieur un point arbitraire. Nous ferons un changement de variables 
remplacant cette partie des par x,, =o et amenant le point considéré 
à l'origine, les fonctions qui définissent le changement ayant leurs 
dérivées d'ordre q + 2 continues (L). Ensuite nous remplacerons @ 
par le même domaine qu'au début de la section IV, de facon à pouvoir 
appliquer la méthode de la section TIT. 

I résulte de l'énoncé que les 4; considérés comme fonctions 
composées de ay, ts, ...,.7,, ont leurs dérivées sixièmes continues 


ET 
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même sur S. En procédant comme au théorème 3 de la section V, on 
peut prolonger hors de «D ces fonctions Weis Oy uy Cas Te facon 
à respecter la continuité de leurs dérivées jusqu'au troisième ordre. 
Le prolongement se fera à l’aide de polynomes en x,, du troisième 
degré au plus, à coefficients fonctions de x, ..., +, 3 on arrètera le 
prolongement à une surface assez voisine de S$ pour que les a, soient 
toujours les coefficients d’une forme quadratique définie positive; il 
n'est pas nécessaire ici que les a, ; prennent des valeurs données sur 
la surface limite. 

Remarquons qu'il suffit de démontrer l’existence ct la continuité (L) 
de celles des dérivées de wu qui résultent d’au plus une dérivation par 
rapport à +,, et d’un nombre quelconque de dérivations par rapport 
aux autres variables : car l’équation (2) elle-même permet d'étendre 
la propriété à toutes les dérivées, jusqu'à l’ordre g + 2 bien entendu. 

Montrons d’abord que les dérivées du huitième ordre de wu sont con- 
tinues (L). Pour cela, nous dérivons sept fois l'équation (2), aucune 
des dérivations n'étant faite par rapport à æ,. Nous pourrons écrire les 
équations (4) à (6), @, débordant quelque peu &@ et 5, coincidant 
avec S; 2(X)sera une dérivée septième de uw, aucune dérivation n'étant 
faite par rapport à æ,,; / (NX) dépend des dérivées de # jusqu’au hui- 
tième ordre et est done continu (on le prolonge dans @, en respectant 
la continuité); f,(Y) est la valeur de 2 sur 8, c'est-à-dire, sur la 
partie æ,—o de cette multiplicité, une dérivée septième de la suite 
des valeurs données de u; f,(Y) a donc des dérivées continues (L). 
Donc (S IV, théorème 3) toutes les dérivées de 9 sont continues (L). 
Donc toutes les dérivées huitièmes de w sont continues (L). 

Nous sommes maintenant certains que les fonctions a,,; de æ,, ..., 
x,,, prolongées dans @, de la façon indiquée, ont leurs dérivées troi- 
sièmes continues (L). Cela va permettre d'appliquer le théorème 4 de 
la section IV. | 

Supposons établi que les dérivées d'ordre » de w sont continues 
(L) (8£n<q+2). Montrons que les dérivées d’ordre 7 +7r sont 
continues (L). Pour ‘cela nous dérivons x — 1 fois l'équation (2), 
aucune dérivation n'étant faite par rapport à æ,. Cela permet de 
récrire les équations (4) à (6), 2 étant maintenant une dérivée 
d'ordre n — 1 de u; f(X) dépend des dérivées jusqu'à l'ordre x et est 
16 
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par suite continu (L) dans @ : on le prolonge dans @, de façon à res- 
pecter cette continuité (L); f.(Y) désigne une dérivée d'ordre n des 
valeurs prises par u sur 8, et a par suite des dérivées secondes conti- 
nues (L). Les dérivées secondes de ¢ sont donc continues (L) (§ IV, 
théorème 4) et par suite toutes les dérivées d’ordre n +1 de wu sont 
continues (L). Sin +1<q-+ 2, il convient d'ajouter que f(X) a des 
dérivées continues et /,(Y) des dérivées troisièmes continues; on a 
donc pour l’exposant de continuité (L) des dérivées d'ordre r +1 un 
nombre aussi peu inférieur à un qu'on veut. Si n+-1=q-+-2, on sait 
seulement que f,(Y) a des dérivées secondes continues (L); on cons- 
tatera que l’exposant de continuité (L) des dérivées d'ordre g + 2 deu 
est le même que l’exposant correspondant pour la suite des valeurs 
données sur S, pourvu que ce dernier soit au plus égal à celui des 
dérivées d’ordre g + 2 des coordonnées des points de S et inférieur 
à un. 


ThéoRÈME 3. — Supposons que la frontière $ du domaine O satis fasse 
aux mêmes hypothèses que dans le théorème 2, avec q= 6. Nous const- 
dérons l'équation de type elliptique, dépendant d'un paramètre t, 

(7) F(u) =F (pz.3; Pas U3 La; t) 0. 

Pour ott, F et ses dérivées jusqu'au huitiéme ordre par rapport aux 
Pass Pay U, 2, sont supposées continues (L) dans © par rapport à ces 
variables, et continues par rapport à l'ensemble de ces variables et de t. 
Pour t=0 on suppose connue une solution u =u, de l'équation (7) dont 
les dérivées huitièmes sont continues dans ® +-'S. On se donne une fonc- 
tion 9(t;ti,t:, ..., ln) det et des paramètres des points de S dont les 
dérivées jusqu'au huitième ordre par rapport à t,, ty, ...,t,_, sont, ainsi 
que 9, continues (L) par rapport à ces variables et continues par rapport 
à l'ensemble de ces variables et de t; on suppose que 9(03 t,, ..., tn—s) 
représente les valeurs de uy sur S. On suppose enfin que l'équation 

ov Ov 


256 + CP — 0. 
0Xy 


(8) 23013 —— 
à : Ul, 024 


où les a4, b,, © sont calculés par les formules (1) pouru = us, t=o, 
na pas, dans ®, d'autre solution nulle sur'S que la solution zéro. Alors, 


ee 


Aes ENV) EM Nts 


. par rapport à x,, 
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dès que t est assez petit, il existe une solution u (x, ..., &m3t) del’ équa- 
uon(7), continue par rapport à l'ensemble des variables, se réduisant à u, 
pour t= 0 et prenant sur S les valeurs o(t;t,, ...,t» ); cette solution u 
est unique. 


Pour le démontrer, nous formerons par approximations successives 
Uy, Uy, ...; Un, ... la solution annoncée. Soient 45.3 ny Vans Cr Ce QUE 
deviennent a, 3, 6,, c quand on y remplace wu et ses dérivées par u, et 
ses dérivées; ce sont des fonctions de æ,, ...,æ,,t. 

D’après le théorème 2, les dérivées huitièmes de u, sont conti- 
nues (L). Donc les dérivées sixiémes des @,,3,6 ao, Cy par rapport 
Ai. 9, Lp», sont fonctions continues (L) de ces variables, et fonc- 
tions continues de l’ensemble de ces variables et de ¢. Nous pouvons 
les prolonger hors de @ en respectant la continuité (L) des dérivées 
Jusqu'au troisième ordre, qui devront en outre être continues par rap- 
port àx,, ..., x, t. Pour cela nous introduirons, comme précédem- 
ment, le paramètre £,, nul sur S, et nous emploierons des polynomes 
du troisième degré en ¢,, à coefficients dépendant de #,4,, ...,1 1. 
Nous limiterons le domaine @, débordant @, dont nous nous servi- 
rons, à une multiplicité 4, = t,, telle que, dans @,, la forme quadra- 
tique 2, 54,,8,5228 Soit définie positive quel que soit ¢. Tant que 
u — u, et ses dérivées jusqu’au huitième ordre resteront suffisamment 
petits en valeur absolue, X,,3a, 43,34 sera, dans ®,, une forme définie 
positive, les a,, étant prolongés comme les a, 4.4. 

On calculera alors une fonction A,; se réduisant sur 5 a 


g(t; 4, sey im) —G(0; 4; wees Emo): 
et telle que 
Oho Sp Oh, ray yer r( ily … Olt | BB sc ) 


(9) 23.8.0 Te, Ds 304.0 0x Oks 0x3? PER 

Gette fonction /, existe certainement si ¢ est assez petit, car quand ¢ 
tend vers zéro, les coefficients et leurs dérivées jusqu’au sixième ordre 
., æ, tendent uniformément vers les fonctions 
correspondantes relatives à l’équation (8). Si l’on prolonge ces coef- 
ficients comme au théorème 3 de la section V et qu'on détermine en 


même temps les fonctions 0,, 0,, ..., 0, et 7 comme il a été expliqué, 
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la fonction G(X, =) et ses dérivées dépendront continument de ¢, et par 
Suite il en sera de même de la fonction déterminante du système | (29), 
(30)] ($V) aprés un nombre d’itérations suffisant pour rendre le noyau 
continu. Or, cette fonction déterminante, pour un nombre d’itérations 
convenablement choisi, n’est pas nulle pour l’équation (8) (§ V, théo- 
rème 3); elle n’est donc pas nulle non plus pour l'équation (9). On 


posera alors 
Uy Uy + ho. 


Ensuite, d’une façon générale, ayant 4,(n21), on déterminera par 
l'équation 


7h 3 Oh, Sy te te, Ou, 
>: 2 Bt Gr th ROG ee ee SE 1, ats oat 
10 4a ves eae ) Crh,» as wee 
(HO) Aa. an de orem TC de, D 492 dr: 0x4 OTs" 


une fonction 4, nulle sur S, ayant ses dérivées secondes continues 
dans «. Cette fonction existera et sera complètement déterminée si 
u, — u, et ses dérivées jusqu'an huitième ordre sont assez voisines de 
zéro. On posera enfin 


(11 On ey lle te 


I] s'agit de prouver que si ¢ est assez petit, ces caleuls peuvent être 
poursuivis indéfiniment et que 4, a une limite # satisfaisant aux con- 
ditions voulues. 

Soit M, une limite supérieure des valeurs absolues de 2, et de ses 
dérivées des huit premiers ordres; M, est en outre au moins égal au 
coefficient de continuité (L) des dérivées huitièmes, Pexposant cor- 
respondant étant g,; M, est une fonction de ¢. Je dis que les valeurs 
absolues du second membre de (10) et de ses dérivées jusqu'au sixième 
ordre, ainsi que le coefficient de continuité (L) des dérivées sixièmes, 
sont inférieurs au produit de M°_, par une constante. 

D'une facon générale, soit D(u, +, a) une fonction d’un nombre 
quelconque de variables, continue ainsi que ses dérivées partielles 
jusqu'à l'ordre p = 2; les dérivées d'ordre p sont continues (L) d’expo- 
sant 2. On y remplace #, +, æ par des fonctions d’un nombre quel- 
conque de variables admettant des dérivées d'ordre p — 2 continues(L) 


x 


d'exposant g. Enfin on détermine d’autres fonctions cu, ev, nr, dont 


’ 


les dérivées d'ordre p — 2 sont continues (L) d’exposant q, et qui sont 
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telles que 


G,, (4. ¢, w) du + Gr, (ue, 6, w) de + Gi (ur. 9, ov) dw =— Glu, er. 0). 


ou avec la notation différentielle 


Gui », wv) =— G(x, Peur). 


Si Mest une limite supérieure des valeurs absolues cu, ov, ow et de 
leurs dérivées jusqu’à l’ordre p — 2, ainsi que du coefficient de conti- 
nuité (L) de ces dernières, la formule de Taylor 


Gu + du. 9 + dv. w+ Ow) 


== CHUM 0 Gr 6 171) 
es RE d 
+ = dG(u + 9 du, 6 + 9 dv. w+ 4 dw) (nye Giz) 
2 


prouve que 


x 


|G(u + du. 0 + de. w+ da) < AMP, 


k dépendant des limites supérieures des valeurs absolues des dérivées 
secondes de G, mais non de M si M est assez petit. Sip — », je dis 
qu'en outre G(u + 2u, © + 06, 4 + cw) est continu (L). En effet, don- 
nons aux variables indépendantes dont dépendent w, v, s deux sys- 
tèmes de valeurs; soit r la distance des points correspondants; dési- 
gnons par le symbole A l'accroissement d'une fonction quelconque 
quand on passe du premier système de valeurs au second. Nous appli- 
quons la formule de Taylor a la fonction AG(u, ¢, 0°) des variables 
u, 6,9, u + Au, o+ Av, «+ Aw, qui reçoivent les accroissements 
GU, 60, ..., 00 -- AW): 


AG( + ON, 9 + 01. Ei) 
— ASG u +0 du. 9 + 9804 985°) (or Gey. 
2 
le nombre 0 n’étant pas le même que plus haut. Or le second membre 
peut s’écrire : 


I M } à ~ i See 

= du AG + Dou. 6 -- 900. we D nr) 

9, 

ju O e 90 4 Ov À 4 O44) ù 9 Aw)? — te: 
42 Ou OF AG,,.( i = G ON. pe 7 OR. WW EDO") 4 + 2 [tu + Au — 9 
! su LA Ro A ; ~ 46 ee Aw’) | ne 
< Gel u + Au + 90(u + Au), .... + Am (4 | FRA 


M 
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Or u + Üôu reçoit l'accroissement A(u + Oûu), moindre en valeur 
absolue que kr’, & étant supérieur à la somme de M et du coefficient 
de continuité (L) dew: c’est done une constante si M est assez petit. 
La première ligne est done moindre en valeur absolue que £M°7*”, en 
continuant à nommer # n'importe quelle constante indépendante dé M 
et de r. Dans la seconde ligne, on écrit 


(du +. dAu }? — Ôu?— d Au d(u + Au) + du Au, 
(du + dAu)(de + dAp) — du dr = dAu À(e + Av) + oud Av; 


remarquons que [èu|, [è(u+Au)|, [È(e+ Ae)| sont inférieurs à M, 
t GAul et | cde t inféri a Mr’: 
et que |¢Au| et |cAv| sont inférieurs à Mr’: nous voyons que cette 
seconde ligne a une limitation ÆM?7r7, qu'on peut remplacer par 
kM?r#1 puisque <1. 
On a donc 
[AG (u + du, ¢ + dv, w+ dw) | << AM? re, 


comme nous l’avions annoncé. 
Si maintenant p > 2, on remarque que, æ étant une des variables 
dont dépendent u, ¢, s, 


f . Ou \ ~ ON u 
Gi, (u, vi) 6 — +... + Glu, o, Ww) dS + Gale, v, a) OM du 
Ox Ox dx 
+ Ou 3, Ef ay Ow 
+ Gi (u, ¢, w) ( — du |+..:+ Gra(u, 0, wv) Gr 
Ox dx Ox 
4 du ; We ; 
=== Gu. ¥,:w) =— — Gia. — Ga, 9,07) a . 
Ox Op pa 
lost Le ARMES du nd6 <dw 
es fonctions cu, ov, aw, os Oe" o— jouent donc pour le second 


membre le même rôle que cu, cv, à pour — G(u, ¢, w). Tout ce que 
nous venons de dire s’applique donc, et l’on voit qu'on peut répéter 
le raisonnement jusqu'aux dérivées d'ordre p — 2; celles-ci sont donc 
continues (L) d’exposant 19, et leur coefficient de continuité (L) ainsi 
que les valeurs absolues de G(u + cu, 6 + 40, + uw) et de ses 
dérivées jusqu’à l’ordre p — 2 sont moindres que ÆM°. 
Ici en désignant par y: l’exposant de continuité (L) des dérivées 

huitièmes de F par rapport aux Px.4) Pas U, Xz, On voit que 

OU Ou 

F (ES Ste ~* Uns Ly; ‘) 


OX, 0x4 0x, 
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et ses dérivées complètes par rapport az,, ..., æ», jusqu’au sixième 
ordre, sont en valeur absolue moindres que #M?_,; les dérivées 
sixièmes sont continues (L) d’exposant 49, et de coefficient EM, _,; 
& désigne n'importe quelle quantité qu’on peut laisser constante tant 
que t, uw, — u, et ses dérivées jusqu’au huitième ordre et le coefficient 
de continuité (L) de ces dernières restent assez voisins de zéro. 

Dans ces conditions (§ V, théorème 3), À, existe; sa valeur absolue 
est moindre que 4M)_,. Puis (§ IV, théorèmes 2, 3, 4) les dérivées 
premières et secondes de h, sont continues même sur S et leurs valeurs 
absolues sont moindres que #M?_,; en dérivant jusqu’à cing fois 
l'équation (10), on voit (§ IV, théorème 4) qu’il en est de même des 
dérivées de h, jusqu’au septième ordre. A l’aide d’une sixième déri- 
vation de l'équation (10), on constate (SIV, théorème 4, application 
finale) que les dérivées huitièmes de A, sont continues (L) d’ex- 
posant mg, _(1+ gs») ', pourvu que 44, , soit inférieur au coef- 
ficient de continuité (L) des dérivées huitièmes des coordonnées des 
points de S; les valeurs absolues des dérivées huitièmes de h,, sont 
moindres que kM}_,(v.q,-,)~' et leur coefficient de continuité (L) 
moindre que #M*_,(ug,_,) ?. D'ailleurs u est indépendant de n, et 
l’on peut donc confondre kw" et ku? avec k; donc, dès que q,_, est 
assez petit, 

(12) Qu Gn (E+ Ban)"; 
(13) Ma AM Que 


On voit que g,< Qn_1, de sorte que si g, est assez petit (on peut 
toujours le prendre aussi petit qu’on veut) la premiére formule peut 
toujours servir ensuite. Si u< 1, on en tire 


Bw" (1— 2) Jo 


—— —— 1): 
Ip EL TT ( | 


In— 
eLsi w=, 
at 
I+ 2) 


n— (H—=1). 

Dans (13) le coefficient de Mj_, est done O(x?") si ur, et 
O(n?) si u=1. Cela suffit pour prouver que si M, est assez petit, 
la série ZM, converge et a une somme aussi petite qu'on veut [cette 
conclusion aurait lieu même avec un coefficient O(a") si a >1, 
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1<b< 2]; or M, est infiniment petit avec ¢; donc Un — Uo restera, 
si £ est assez petit, aussi voisin de zéro qu'on voudra, ainsi que ses 
dérivées jusqu'au huitième ordre et leur coefficient de continuité (L); 
nous pouvons done faire croitre n indéfiniment, la convergence a lieu, 
l'existence de u est démontrée. 

On voit que les dérivées huitièmes de # sont continues dans ® + 8; 
il résulte du théorème 2 qu'elles sont continues (L). On pourra donc 
prendre u, au lieu de #,, comme nouveau point de départ. 

Cette solution w est unique. Soit en effet « une autre solution 
dépendantdez, dontles dérivées jusqu'au huitième ordre sont continues 
dans (+S et tendent uniformément vers les dérivées de #, quand t 
tend vers zéro; dans les mêmes conditions, on suppose que + tend 
vers 4,. Dès que 4 est assez petit, « est identique aw. En effet on peut 
prendre «comme point de départ pour calculer + par approximations 
successives, si ¢ est assez petit; or toutes ces approximations restent 
égales au, done v =u. 

Le théorème est démontre. 

Si l'on prend & au lieu de uv, comme nouveau point de départ, on 
atteindra dans certains cas de nouvelles valeurs de ¢. En particulier 
st Von connait a priori des limites supérieures des valeurs absolues de u et 
de ses dérivées jusqu'au huitième ordre, et que ces limites supérieures 
soient indépendantes de t et telles que l’on ne sorte pas du champ où 
sont remplies les hypothèses sur F, et si l’on est dans l’un des cas où 
hypothèse relative à Péquation (8) est toujours satisfaite, la limite des 
valeurs admissibles de M, sera aussi indépendante de ¢; on sera certain 
de la convergence des approximations si l'accroissement de ¢ est 
lui-même inférieur à un nombre fixe; par suite, on est certain de 
pouvoir aller de proche en proche jusqu'à telle valeur de t qu'on veut. 

Dans certains cas, on peut retrouver les conclusions des théorèmes 2 
et 3 avec moins (hypotheses relatives à w. Si les p, ; figurent linéai- 
rement dans ¥, les #,,4 en sont indépendants, et l’on peut, dans les 
énoncés, remplacer les dérivées huitièmes par les dérivées septièmes. 
Si en outre les 4,4 ne contiennent pas les p,, on peut se borner aux 
dérivées cinquièmes. Dans ce dernier cas, il suffit d’être assuré 
de la continuité des dérivées secondes pour retrouver les conclusions 
du théorème 1. * 


| 
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VII. 


Nous sommes restés jusqu'ici dans le domaine réel. Mais les calculs 
peuvent être repris dans le domaine complexe ('). Cela va nous 
servir à établir des propositions sur la nature analytique des solutions 
de l'équation (2) de la section précédente. \ 


TuéorëmE 1. — Supposons que F |§ VI, (2)] soit une fonction holo- 
morphe de tous ses arguments, et que u, ainsi que ses dérivées jusqu’au 
troisième ordre, soit continu (L) dans @ : alors u est holomorphe dans @. 


Mettons l’origine O des coordonnées en un point quelconque de , 
où nous voulons prouver que wu est holomorphe. On sait déjà que wu est 
indéfiniment dérivable ($ VI, théorème 1). Soit u, une solution de 
l'équation (2), holomorphe en O et dontles dérivées jusqu’au neuvième 
ordre coincident en O avec celles de w: on peut former w, par le théo- 
reme de Cauchy-Kowalewski. Soient d’autre part S, une hypersphère 
de centre O et de rayon assez petit, @, son intérieur. Nous prenons W, 
comme point de départ d’une application de la méthode des approxi- 
mations successives ; les valeurs données sur $, seront celles de u, et 
les approximations seront données par les formules (9) à (11) de la 
section VI. Elles convergeront si le rayon de S, est assez petit. Il 
suffit pour le voir de prouver que le nombre M, de la section précé- 
dente tend vers zéro avec ce rayon. Or cela est évident, car d’une part 
le second membre de (9) est ici identiquement nul; d'autre part si À 
varie sur une hypersphère de centre O et de rayon un, et si est un 
paramètre, u(uX) — a, (uX) et les produits par 1 7 de ses dérivées 
d'ordre p tendent vers zéro avec & si p ne dépasse pas neuf. On voit 
donc que les approximations couvergeront; elles tendront vers & car, 
le rayon de l’hypersphère étant assez petit, I’ Bapolncee sur equation 
(3) (S VI) est toujours satisfaite. 

Mais on peut former les mémes approximations dans le domaine 
complexe. Si le nombre g qui intervient dans le calcul (*) est assez 


(1) D., p. 44 et suiv. 
(2) D., p. 45. Dans D., p. 118, l'énoncé doit être complété comme ci-dessus. 
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petit, il y aura encore convergence; les conditions de Lipschitz géne- 
ralisées devront s’écrire ici 


| ®(X) — @(Y)| <kL‘(X’, Y’), 


ou X et Y sont des points d’une même multiplicité complexe à m para- 
mètres réels, de la sorte admise dans le calcul, et où X’ et Y’ sont les 
projections de X et de Y sur l’espace réel. Les approximations 
successives sont donc holomorphes à l’intérieur d’un certain domaine 
à 2m dimensions, à l’intérieur duquel est l’origine, et où elles 
convergent uniformément : donc est holomorphe en O. 


Tutortme 2. — Si la fonction u est holomorphe dans le domaine @ de 

- frontière S, et si u et ses dérivées jusqu'au huitième ordre sont continus 

aux points d'une partie régulièrement analytique de S, sur laquelle u 

prend des valeurs holomorphes, u est prolongeable analytiquement à travers 
cette partie de S. 


Tout d’abord toutes les dérivées de u sont continues sur cette partie 
de S(§ VI, théorème 2). Par un changement de variables, nous ferons 
en sorte que cette partie de S devienne z,, = 0, un point arbitrairement 
choisi venant en O, et @ étant du côté x,,>0. Nous considérons 
d’autre part la surface 


Rez, = (R+VsR*—ai—...—23,)*, 


dont la partie située dans la région x,,2 0, jointe à la partie de x, =o 


située dans la région , 
Dh, Es ee RE 


sera désignée par S,; l’intérieur de S, sera ,. ‘S, est régulièrement 
analytique sauf sur la multiplicité € 


rs sd 12 1 — 2» 
eras Dan, vbs, 2j R*; 


mais, même sur € ct dans son voisinage, la coordonnée z,, est fonction 
continue et à dérivées huitièmes continues (L) des autres coordonnées. 

On désignera encore par uw, une solution de (2) holomorphe en O 
et telle que u — u, et ses dérivées jusqu'au neuvième ordre soient 


++ 
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nulles en 0. Dès que R est assez petit, le même mécanisme d’approxi- 
mations successives qu’au théorème 4 permet de reproduire u dans @,. 

Mais ce mécanisme peut aussi s'appliquer à des multiplicités 
complexes à m paramètres réels dont la frontière coincide avec 8, 
dans la région x, >0o, et dont la frontière, sur x,—0, est une 
multiplicité complexe bornée à €. Les approximations continuent à 


‘ ; Ou 
converger uniformément; cela prouve que, sur æ,— 0, JT est une 
a | 


fonction holomorphe de x,, ...,æ,_,.1Il en est de même sur x, —h 
(h>o); sur cette dernière multiplicité, w est holomorphe, ce qui 
permet d'appliquer le théorème de Cauchy-Kowalewski; dès que est 
assez petit, on constate que le prolongement analytique passe à travers 
la multiplicité x,, = 0, ce qui démontre le théorème. 
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ET SUR 


LE PROBLÈME DE DIRICHLET 


Par M. Gaston JULIA 


Introduction. — J'ai montré, dans un Mémoire inséré aux Comptes : 
rendus. du Congrès International de Bologne de septembre 1928, et 
exposant une Communication faite à ce Congrès, comment on pouvait 
résoudre le problème de Dirichlet relatif à l’aire bornée limitée par une 
courbe de Jordan simple fermée par le procédé d’approximation sui- 
vant: /(m) étant la fonction donnée, continue sur C, vers laquelle 
doit tendre la fonction F(x, y) cherchée, harmonique dans C quand le 
point (.x, y) tend vers m de C, on détermine le (ou les) polynome har- 
monique P,(x,y) de degré< n dont «l’écart à f(m) sur C » est minimum; 
lorsque n devient infini, P,(x, y) converge uniformément dans C et 
sur C vers la fonction F(:x,7) cherchée. Dans le Mémoire précédent, 
l'écart de /(m) à P,(r7) sur C a été défini comme le maximum de 
| f(a) — P,,(m)| lorsque m décrit G. On va résoudre maintenant le 
même problème en donnant de l'écart une autre définition. La courbe 
de Jordan C étant représentée paramétriquement par x =.r(/), 
y=y(t) et la donnée f(m) sur C étant une fonction du paramètre J 
dénommée /(t), nous appellerons ici écart à JD, sur C, du polynome 
P(x, y) l'intégrale : 

Fit) Prof de, 

Jy 

p étant un nombre fixe quelconque >1. Nous montrerons lexistence 
d'un polynome harmonique d’ordre Sn dont l'écart à /(4) sur C est 
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minimum, et nous montrerons qu’il tend dans C vers F(z, y), solution 
du problème de Dirichlet relatif à la donnée /(¢).. 

Mais, a priori, la représentation paramétrique de C étant dans une 
large mesure indéterminée, si l’on veut que cette indétermination 
n’influe pas sur le polynome P,(æ, y) d'écart minimum, il faut choisir 
un paramètre de représentation 4 qui ait un sens géométrique. Une 
courbe de Jordan simple fermée n'étant pas rectifiable en général, il 
n’est pas possible de songer au paramètre s, abscisse curviligne, 
comme l'ont fait pour le cas particulier p — 2, M. Serge Bernstein 
(Comptes rendus de l’ Académie des Sciences de Paris, 148, 17 mai 1909), 
et après lui, M. Marcel Brillouin et M. Picone [ V. Picone, Rendiconti 
della reale Accademia dei Lincet, 1922, p. 357]. 

Nous choisirons ici pour paramétre 9, celui sur lequel la représen- 
tation conforme a attiré l'attention, et grace auquel on peut notam- 
ment, comme l’a montré M. Fejér, représenter paramétriquement 
toute courbe de Jordan simple fermée par des fonctions æ(0), y(@), 
continues et développables en série de Fourier. Nous utiliserons ici sur- 
tout des propriétés de la représentation conforme, les travaux précé- 
demment cités se rattachant surtout à la théorie des séries de fonctions 
orthogonales. 


Définition du paramètre 4. — 1. Imaginons la courbe de Jordan C du 
plan 3—x+1y, représentée paramétriquement à l’aide du para- 
mètre 0(0£0£27) dont le sens géométrique est le suivant : 

On sait que O, origine du plan =, étant un point intérieur à C, on 
peut représenter l’intérieur de C d’une manière conforme sur l'inté- 
rieur du cercle F du plan Z ayant pour centre l’origine O du plan Z 
et pour rayon l'unité. La fonction de correspondance conforme 
Z= g(3) est parfaitement définie si l'on donne l’argument de g’(o); 
nous choisissons ici g’(o) réel et positif [arg. de g’(o) nul]. Alors, on 
sait (Carathéodory) que g(z) est continue sur C et fait correspondre à 
chaque point m de C un point M et un seul de I, la correspondance 
entre #1 et M étant biunivoque et bicontinue. Appelons 4 l'argument 
du point M de l qui correspond ainsi au point m d’affixe (3) de C. Les 
coordonnées de m seront ainsi des fonctions x(0)et y(0) continues et 
périodiques au moyen desquelles C sera représenté paramétriquement 
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et correspondra d’une manière biunivoque et bicontinue au cercle I. 
On remarquera que, sil’argument de g'(o) est choisi ¥ 0, cela revient, 
comme on sait, à multiplier g(z) par une constante e (x réel), donc 
à augmenter tous les 4 d’une:même constante, et ceci n’a aucune 
importance pour ce qui va suivre (*). 


2. La représentation de C sur F par 3 —x(6)+1y(8) étant ainsi 
faite, une fonction continue f(m) de m sur C devient une fonction 
continue de 0 que nous désignons par /(@). Soit o(x,y) une tonction 
continue de x et y dans C et sur (, nous appellerons ici écart de 9 à f 


(1) A vrai dire, le point M de T (et, par suite, la valeur de 6) correspondant à un 
point m de C, dépend du point O choisi pour origine dans le plan 3. Ce que l’on 
dira dans la suite, par exemple, la définition du polynome harmonique P, de degré n, 
qui s'écarte le moins de f(m) sur G, dépendra évidemment du choix de O. Rem- 
placer O par un autre point O,, revient à faire correspondre à m (intérieur à C) 
D avement M et M, (intérieurs à I) et liés entre eux par une relation homogra— 


hique conservant le cercle T 
aZ + b 
Z, SS |: 
cL+da}|? 


cette relation donne la relation qui lie 8, (argument de Z, lorsqne m est sur C) à 6 
(argument de Z). L'intégrale définissant l’écart, avec le nouveau choix O, de l’ori- 
gine, sera 


4 = dd, 
[fom aeimyir ay = ffm) emp ga 
(1 j 0 


On reconnaît aisément que 0,(6) est toujours croissante et que l'on a, Z étant sur F, 


do, ad — be 


@  |(eZ+ay| 


al& 


Lorsque z décrit G, Z décrit F, cZ + d ne s’annule pas sur F, le point Z=— 


do, 
étant certainement extérieur à I’, donc —- PT) reste compris entre deux limites positives. 


Le changement de O et son remplacement par O; équivaut, par conséquent, à rem- 

placer la moyenne qui définit l'écart par une moyenne où chaque élément diffé- 
: do 

rentiel est affecté d’un poids (a): 


Cette modification, bien qu’entrainant avec elle une modification des polynomes P, 
de meilleure approximation, n’infirme aucune des conclusions qni suivent : existence, 
unicité, convergence des polynomes de meilleure approximation. 
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sur C l'intégrale 


2 


27 
[f= aed. Airs. 


x 


p étant un nombre positif > 1. 


3. Existence. — Parmi tous les polynomes harmoniques en (æ,y), 
de degré <n (ils dépendent de 2n +1 paramètres réels linéairement 
indépendants), en existe-t-il un ou plusieurs P,(x,y) pour lesquels 
l'écart à f sur C x : 
| LP [LP — Pale, > CHI AI 
soit minimum ? 

Observons que l'écart I(P,) est fonction continue des 2n + 1 para- 
_ mètres figurant dans P,. De plus, x est un polynome harmonique de 
degré <n. Si done on ne considère que les P, dont l'écart à f est 
moindre que celui de x, ils seront tels que 


= 


if — Pardo | CB) —2( 9) db =). 


LL 


a 


0 


Or, on sait que pour p >1, 


13 a LME 
OT Pp OT ? 27. ; i 1 
| f D ru] sf Pp, peas +| [ pr] SDP + pe, 


) 


en posant 


tk {ta Be 


Les P, entre lesquels il faut choisir sont donc tels que 


; ed à ln 
[ LP, # a5<| WP + pi | » 


La | 


Or, 


f Pit yi Pile puisque p > 1. 
, LL + 


I en résulte que les | P,, 
ae ae 


sont bornés dans tout domaine intérieur 


ee | 


Donc, 


= 
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En effet, si l’on fait correspondre s == æ-+5y intérieur a C et 
Z2= X + cY intérieur aT par Z = g(z) ou la fonction inverse = = h(Z), 
P,(æ, y) devient une fonction &,(X, Y) harmonique dans T et con- 
tinue sur l'; ona 


P,[x(9),3(9)]=%,(cos8, sin4). 


am Ri 
f Le (cosf, sind \]a9 [ar ue]. 


Rd | 


La fonction harmonique @,(X,Y) ayant son module borné en 
moyenne sur l sera elle-même bornée en module dans tout domaine 
intérieur à I’. En effet (X, Y) étant un point intérieur au cercle I" 
et (A, B) un point de ce cercle, la fonction de Green G(X, Y; A, B) et 


sa dérivée normale au point (A, B), sso restent uniformément bornées 


tant que (X, Y) appartient à un Saat fermé A intérieur 41; par 


suite, puisque 
Bilal pao 2 as en py as 
4 T 0 dn 
on aura, dans A, 


Mere | ER Sie 
oP M ery 
‘ Sil FR, (A, By] dd < Men), 


si l’on a dans A 


Il en résulte que les P, envisagés sont tous en module << AT (A étant 
un nombre constant) lorsque (x,7)reste dans un domaine D intérieur 
à C. Les coefficients de ces P, sont donc, eux aussi, bornés en module —; 
dans l’espace à (27 + 1) dimensions, le point ayant pour coordonnées 
ces (27 + 1) coefficients, reste dans un domaine borné @. I(P,) est 
une fonction continue positive de ce point dans @, elle atteint son 
minimum en un point au moins de «. L'existence a’ un polynome P, 
au moins, dont l'écart à f sur C soit minimum, est done établie de ce 
fait. | Nous appellerons ¢, l’écart minimum ainsi défini pour chaque 


degré n.| 


4. Unicité. — Silv enavait deux, P, et Q,, tout polynome aP,, + bQ, 
re 
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(a et b réels) serait harmonique comme eux, en particulier 


I I 
5 Pat 7 On = Rx. 


a= fl four, pam [irc rds, 


Puisque 


et puisque 
fae TP.) +f — Qh 


2 


9 


Rippon s 
0 ‘ 2 


Or, pour p>1, 


a+ B 
2 


pla +i6e 


(excepté si a= 6) 
2 


| car, d’une part, autre part, pour p >t, la 


Li EL, et, d’ 
courbe y = x? étant concave vers le haut, on aura 


ibs] alsa 


2 


Il en résulte que 


27 Ak 27 
{ HR Pair | f—Pirds+ f 1 Quai) 


fis ER vhs, 


ou 


sans égalité possible, à moins que P, ne soit égal à Q, en tout point 
de C, ce qui entrainerait P,—Q,. Le polynome R, aurait done sur C 
un écart à f moindre que celui de P, et de Q,, moindre que £,, ce qui 
est impossible puisque ¢, est l'écart minimum pour le degré n. Le poly- 
nome P, est donc unique, on l’appelle polynome harmonique d’écart 
minimum €, sur C. 


5. En particulier supposons p — 2 et supposons que C soit un 
cercle de centre O, de rayon r. Alors 


æ(0)= cos, y(6)=sin§, 


Ae ar 


we See ae ae 


SUR € LA MEILLEURE APPROXIMATION EN MOYENNE ». 253 


puisque 
s=h(L)=Z et g(3)= 3. 


Le polynome harmonique général de degré n est 
P,(x, y)= Pr cosô,r sin8) 
= 2 + r(a,cosé + B, sin9)+...+7"(a,cosn§ + 8, sinn6), 


en posant | 
æ—=r cos6, 


J =rsin6. 


f(@) étant continue, le polynome d’écart minimum est celui pour 
lequel l’intégrale 


TRE 


1(9)—| 3 + (009+ B, sind) +. 


+ (a,cosn6 + Basins) | l'as 


est minimum. Ce polynome a donc pour coefficients «;, B; les coeffi- 
cent de Fourier de f(8). Si le développement de Fourier de /(9) est 


L 2 


a SE 
= + > (ancosn 0 + b,sinn@), 
nat 4 


le polynome d’écart minimum sur C sera pour chaque degré n 
f=n 
P,(r cos, r sin @) = . +> r*(axcosk@ + bysink0). 
t == 4 
On sait que, dans ce cas particulier, le polynome P,(rcos4, rsin®@) 
converge uniformément dans toute aire intérieure à C vers la somme 


de la série 


. + Sirk (axcosk9 + bysinÆ8), 


1 


qui n’est autre que la valeur au point « = rcos0, y =rsin0 (r <1) 
de la fonction harmonique dans C prenant sur C la valeur /(9) au 
point d’argument 9. On sait d’ailleurs @ priori (Du Bois-Reymond, 
Fejér, Lebesgue) que, la série de Fourier d’une fonction continue /(9) 
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pouvant être divergente, P,(cos8, sin®) peut n'avoir pas de limite, 
c'est-à-dire que le polynome P, d'écart minimum peut n'avoir aucune 
limite sur C. Nous allons maintenant étudier la convergence des P, à 
l’intérieur de C dans le cas général. 


6. Convergence des P, dans le cas général. — Prouvons d’abord que 


lime, — 0. 

n=x 
Jai en effet démontré dans le Mémoire antérieurement cité [Congrès 
de Bologne, 1928] qu'il est possible de développer toute fonction 
harmonique dans C et continue sur C, en série de polynomes harmo- 
niques convergeant uniformément dans C et sur C, c’est-à-dire que, 
pour tout < positif donné, on peut trouver un polynome harmonique 
Q,(xr, y) de degré n assez élevé, tel que 


J(9) — Qulat6), »(8)]1<e, 


quel que soit 9. L'écart de ce Q, à / sur C sera done < 272". L'écart 
minimum 2, correspondant au degré n sera donc a fortiori << 278", 
c'est-à-dire que lim <, = 0. 

a= = 


On a donc 


ak 


L 
lim / [ft OP, (9) | [db = 0, 


et en appelant «CX, Y) la fonction harmonique dans Vo issue 
de P,(æ, y) par la représentation conforme s = /(Z), on aura 


lim [ 1/9) - P, (vos D, sin 9) |’ dd =o, 
Reeve 
Par l'exemple de p= 2 et C cercle unité, nous savons qu'il ne faut 
pas chercher à prouver là convergence de %, vers /(0) sur VP. Mais 
que la convergence de ®,(r cos, rsin0) vers la fonction harmonique 
dans P, prenant sur l les valeurs /(4), est plausible. 
Démontrons en effet cette convergence. 


1. Désignons par F(x, y) la fonction harmonique dans C continue 


4 
| 
+ 
. 
j 


ET Tite 
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sur C prenant sur C les valeurs données (0), c'est-à-dire telle que 


k PESTE yO) j= f( 8). 
Par la transformation ; 


SS + iy =h(X + 7Y), 


elle devient la fonction F(X, Y) harmonique dans I, continue sur F, 


et l’on a 
F (cos, sin9)— f{(#). 


invisageons l'intégrale 


27 
cri rs |F(r cos, rsin9)— ,(r'cosh, sind) /d9. 
0 


Puisque # et &, sont uniformément continues, dans et sur l'on a 


lime,(r)—=e,. 


= | 


Admettons, ce que nous démontrerons plus loin, que U(X, Y) étant 


harmonique dans C et continue sur C, l’intégrale 


27 
Hi (UG cosd rains yrds 
0 


est une fonction croissante de r pour r< 1, lorsque p> 1. 
Ce point étant admis, on aura 


En i= e,,. 


et, par conséquent, quel que soitr * 


(ime} C0, 
n= 


uniformément dans tout I’. 
Il va en résulter que 
ARENA ET ( Nae ie 
n= 7 E 
uniformément dans tout domaine A intérieur à I. 
En effet, de la relation 


27 


DEL Sa Ln(cos9,sind) / di. 


0 
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on a vu qu'il résulte que 


i rares] Por: 


Les f | æ, |’ dû et par suite les f- | æ, | dû sont donc bornés supé- 


rieurement quel que soit par un même nombre x. Le raisonnement 
fait au n° 3, prouve d’autre part que, dans un domaine quelconque A 
intérieur à I’, toutes les fonctions harmoniques @, auront leur 
module | &,| limité supérieuremerR par un même nombre JI. 

Ces fonctions harmoniques &, forment donc dans A une famille 
également continue dont il est possible d’extraire une suite partielle 


Ps Lu. convergeant uniformément dans A vers une limite ®(X, Y) . 


qui est nécessairement harmonique [cela se voit aisément par la for- 
mule classique] : 


27 
@,(X, Y)= — Lf 2, (A,B) - «|. 


an 


On aura évidemment 
27 


18 | F(rcos§, r sin) — b(r cos, rsin§) |” dô 
vo 


Ju > 
— lim ip | ¥(rcos9, r sing) — @,,(rcos9, rsin9) |? dô— lime, (r)— 0, 
0 


1= © 


pour toute valeur de r donnant un cercle intérieur à A, c’est-à-dirè, en 
définitive, puisque A est arbitrairement voisin de F, pour toutr<1. 
Mais 


27% 
af [F(r cosb, r sin0) — b(r cosb, r sin6 ) |” dÿ — 0 


0 
n’est possible pour deux fonctions continues de 0 que si 
F(rcos9, r sinÿ)— ®( r cos, rsin§), 


pour toute valeur de 0 et pour toute valeurr <1. 
Donc 
DIX, Y)=F(X, Y) 
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dans I’, ce qui démontre que la suite des Æ,(X, Y) a pour limite 
#(X, Y), et uniformément, dans tout domaine intérieur aT. 

Il en résulte que, pour p >> 1, les polynomes ‘harmoniques Piles) 
d'écart minimum à f(9) sur C ont pour limite dans Cla fonction harmo- 
nique F(x, y) solution du problème de Dirichlet relatif à la donnée f(9) 
sur C, la convergence ayant lieu dans tout C et uniformément dans tout 
domaine intérieur à C. L’exemple de p = 2, C cercle unité, nous avertit 
que la convergence peut ne pas se produire sur C et dépend des pro- 


priétés différentielles de (0). 
: 
] 


8. Il reste, pour terminer, à prouver le lemme invoqué au n° 7. 
Pour toute fonction U(r, 9) harmonique dans F la fonction der 


Kn=f 10 (r, 9) 1? 49 


est croissante lorsque p ©1. 
On reconnait aussitôt que la fonction 


VG EU (7,211 
est dérivable et l’on a 


RARE ON) RTE AN, 
Mr) ‘ pa 


y étant le cercle de centre O de rayon r re ees Th AA dérivée normale 


e 


extérieure de V. On a d’ailleurs 


bers yy ae {fas an 


Nous montrerons que I(r) croit avec r, si nous prouvons que 
[ fav ds > o, pour tout cercle y de centre O de rayonr <1. 
Or ceci résulte de l’inégalité AV > 0, vérifiée dans tout [comme on 


le reconnait aussitot. 
En effet, un calcul simple donne 


Pay 2V - 19 3/9 
av = SN + DE (ap — HU (US + UP), 
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LA THÉORIE DE L'EXPÉRIENCE DE M. HENRI BÉNARD 


SUR 


LES TOURBILLONS ALTERNÉS 


DANS 


UNE CUVE LIMITÉE PAR DEUX PAROIS FIXES PARALLÈLES 


Par M. Henri VILLAT 


Nous n'avons pas besoin de rappeler ici le détail des belles expé- 
riences de M. Henri Bénard sur les tourbillons alternés qui prennent 
naissance à l’arrière d'un solide cylindrique en mouvement dans un 
liquide, dans certaines conditions de vitesses. Une théorie de ces 
expériences a été donnée par MM. Th. von Karman et Rubach (Physt- 
kal. Zeuschrift, 1912, p. 49, « Veber den Mechanismus des Flüssigkeits 
und Luftwiderstandes »). Ces auteurs ont supposé qu'il s'agissait d’un 
fluide én/ini duns toutes les directions. Or en fait, les expériences ont 
été réalisées dans une cuve de très grande longueur mais d’une largeur 
relativement faible (de 20 à 30 centimètres), en sorte qu'il est dési- 
rable que les circonstances puissent être examinées du point de vue 
théorique précisément dans des conditions analogues. 

Dans les lignes qui suivent nous avons tenté l'établissement de la 
théorie dans un bassin de largeur finie. 

A cet effet il est nécessaire de commencer par établir les équations 
propres à représenter l’état d’un fluide enfermé entre deux murs pa- 
rallèles, et dans lequel se trouveraient deux files, tndéfinies dans les 
deux sens, de tourbillons alternés. C’est à quoi l’on peut parvenir en 
utilisant un procédé indiqué par M. G. Jalfé (Annalen der Physik, 61, 
1920, p. 173) et pour l’emploi duquel je renverrai à mes Leçons sur la 
Théorie des Tourbillons (un volume, Gauthier-Villars, éditeur, 1929, 
Chapitre VI). | 

On passera facilement de là à ta configuration de l'expérience 
de Bénard, pour laquelle, à l’amont du corps cylindrique en mouve- 
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ment, le fluide est en repos, et, loin vers laval, les tourbillons alter- 
nés se sont établis réguliers, dans les conditions qui ont été souvent 
décrites. Si l’on examine ce qui se passe très loin à l'aval, on peut ad- 
mettre, sans erreur sensible, que l’état des vitesses provient des tourbil- 
lons réellement existants, ne diffère que très peu de l’état des vitesses 
qui serait dû à la présence de deux files tourbillonnaires indéfinies dans 
les deux sens et ceci permet de faire, à partir de cette hypothèse, le 
calcul de la résistance qu’éprouve le solide à son avancement, avec 
la même approximation que pour le calcul de M. Karman en fluide 
indéfini. 

Nous. avons recherché ensuite ce que devenaient nos formules 
lorsqu’on faisait croitre indéfiniment la largeur du canal dans lequel 
on opére. Bien entendu, les équations qui déterminent le mouvement 
des deux files des tourbillons, indéfinies dans les deux sens, dans le 
‘cas du canal, deviennent à la limite les équations qui conviennent à 
deux files indéfinies en un milieu illimité. Mais il se présente une cir- 
constance curieuse, la valeur de la résistance éprouvée par le cylindre 
(par unité de longueur) ne tend pas vers l'expression que donne la 
théorie faite directement en fluide illimité. Nous examinons à la fin du 
présent travail les raisons de cette anomalie. Celle-ci montre que la 
représentation correcte (par les méthodes théoriques approchées éta- 
blies pour un fluide illimité), d’un phénomène physique réalisé en 
un domaine limité, peut ne pas être sans dangers imprévus. 

Les résultats du présent travail ont fait l’objet d’une Note aux 
Comptes rendus (avril 1929, t. 188, p. 1129). Dans un beau Mémoire, 
publié en juin 1929 (Phil. Transact. of the Royal Soc., London, A.228, 
p- 275), M. L. Rosenhead a étudié de son côté la configuration des 
tourbillons alternés dans un canal. Il en a déterminé les conditions de 
stabilité, ce qui constitue un progrés essentiel pour la théorie, et il 
a effectué le calcul de la résistance moyenne éprouvée par l'obstacle 
solide, par une méthode différente de celle qu'on trouvera ci-dessous. 
Son point de départ est à ce propos un Mémoire de M. J. L. Synge 
(Proc. Roy. Irish Academy, vol. 37, A.8, 1927) qui établit une 
formule générale pour la résistance, sans faire d’approximation de 
la nature de celle qui est employée ici. M. L. Rosenhead échappe 
ainsi au paradoxe signalé pour le passage à la limite. 


Does 
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On trouvera dans nos Leçons sur la Théorie des Tourbillons citées, 
Chap. VI, un exposé du résultat de M. L. Rosenhead, et de la méthode 
de M. Synge. ; 

Nous montrons en quelques lignes, en terminant le présent travail, 
que l'expression adoptée ici pour le potentiel complexe se trouve spé- 
cialement appropriée pour l’application de la méthode de M. Synge. 


En désignant par w, la distance des deux parois parallèles a 
l'axe ox, et opérant dans un plan horizontal xoy, nous savons que 
la vitesse complexe correspondant à deux files indéfinies de tourbil- 
lons, alternés selon la configuration de Bénard, est donnée par la formule 


6); 


= ; era 
(1) ain(u —iv) ain A=) Jnl 6s ZK) Mes cK) | 
1 


en désignant les deux parois par x= 0 et x =w,, et en posant 


PEUT À So O3 + @, — A; Fa 0 rt CE = O3 + 0j + a, 


- En développant, 


de sorte que l’équidistance / dans chaque file est =" 


on trouve immédiatement 


. / 
21 ; 10,4 
Cu — iv) = F(z a)—O(s+a)+C(s—a+o,)—C(e + a+.) + sere . 
t 


À 
| 
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Pour une raison qui apparaitra plus loin, transformons cette ex- 
pression, en prenant pour axes o’x’y' deux axes de symétrie de la 
bande (AA’), o’x' coincidant avec o’x. Nous poserons donc 

M Sue bad ’ 
? 2 
et nous désignerons par 
= A 
2 
la demi-distance des deux files des tourbillons. . 
Les propriétés élémentaires de la fonction J conduisent à la formule 
QT : « 5, oS este 
Sea — iv) ES HO) — f(s’ — D +) + 0(3'+ 6+ on) 
in, 
—&(3'—d —,) +2nN,- — 
on 
c’est-à-dire 
2 1 ! < N ' LS ! x 4 ©) 
(2) (a 40) = ts 0) — G(s d)+ Gis’ + 0) — %,(s’— 0) — RTE 
« on 

x: + ' L . 

Si l'on néglige le terme en = dans le second membre, et si l’on 
abet Q ‘ N i . . 
fait tendre ensuite s vers — à, nous savons que nous obtiendrons ainsi 
la vitesse (wy, ¢)) du tourbillon A,. On trouve ainsi 

oy (Te 1 . A. re NS 
pn bitty NE SS) | f.120) ie 
‘ on 
c'est-à-dire 
My, F 
2 J S à N 1" Ô 
(Acie yee Eyl 20) = fa 2G } 
2 ve %) 
à i 


Soit par un caleul direct, soit tout simplement en intégrant, par 
rapport as’, l'équation (2), nous obtiendrons le potentiel complexe 7 
sous la forme | 
ET G( 5 -|-0)o.(5 4-0) 1,9 


v= log - i — . s+ cunst, 
‘ G(s 9)G.( 5 9) On 


FT 


et lon pourra évidemment négliger la constante d'intégration : par 


TC 
4 
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suite la fonction de courant Ÿ sera donnée par 


et par suite 


il vient 


re 2T | | o(s'+6)o0,(5'+ 0) 110, 
(9) Her ty log _— _— Th 
J a,(5 —0)o,(4 —0) 6), 
Nous allons aisément démontrer le résultat suivant : . 
THÉORÈME. — Quel que soit y, la différence 
A) À 6) 
Bu, yy —g(— 54 
2 NN : 2 5 
est nulle. 
On a effet 
\ 6) À 4), 0), 
a(S +in+ oo + iy + 8 Jo, nr ee a Se re 
Cr ay 2 2 
be=-— 47,0 los : 
: 0); « ); = 4), 8 pre NN 
(—+ ) 8 )o,(+ 4 = à) | AN Es Ts i ¢ i) 
Posons 


G(a+ l(y)ojat+iv)a(a—tv)o,(a—ly)o(a-- 0) 
27 fe a 1 by X o,(a — 11) a, (a+ 11) o,(a% +17) 
A aie EA aS Gi —a&+%,)o,((v —&% +6, )a(v+a—),) 


«TL (I + a — ,) o,( — Fy -— & +) 


Fy (1) — a+), )o(%— 1 —4), Jon %—1)'—), 


Or on a (ef. Tannery et Mork, Fonctions elliptiques, form. XI) 


GS Giese CY EO ON 


70:17:90); 


Tin = 
GNU AE LE TU. 
Zu TM, 
Gall = hy eae eee Oty te. 
Til) ae CM Oe, 


moyennant quoi ta quantité sous le signe log devient 


'AUTES | PAL Ms BOO | 


10720), 7,6), )* (F260, Sy) 


) 


a 
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Mais on sait que 
Co 0) 30), —= eM, 
il reste donc 
27 


à I 
_ ye b= 4n,9 + = log(em™*) =o 


ce que nous voulions prouver. 
Cela étant, nous allons examiner, dans les circonstances où 


s’établirait la configuration des tourbillons alternés de M. Bénard, 
quelle est en moyenne la valeur de la résistance éprouvée par l'unité 
de longueur du cylindre en mouvement dans le fluide. Nous supposons 


Fig. 2 


done que, dans notre plan x’o'y’ (normal au cylindre), la base de ce 
cylindre — symétrique par rapport à la droite oy’ — se déplace dans 
le sens o’y’ avec la vitesse constante V. 

A l'arrière du corps les tourbillons alternés se détachent (c’est un fait 


¢ 
2 
4 
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d’expérience), et à une distance suffisante du corps, leur vitesse de 
déplacement absolu sera désignée par +; à l'avant du corps, aux 
grandes distances, le fluide est au repos. Au bout du temps T défini par 


LT 


(6) T(V—+,)= 


— où #, représente la vitesse d’échappement des tourbillons — la 
configuration relative au corps a repris un aspect identique à l’aspect 
initial (fait d'expérience). 

Dans ces conditions, en considérant le mouvement relatif du fluide 
par rapport aux axes o’a’y’ liés aux tourbillons (et se déplaçant par 
suite avec la vitesse «,), appliquons le théorème des quantités de 
mouvement à la masse fluide enfermée a chaque instant entre les 
parois A, A’, d’une part, et d’autre part unejdroite AB parallèle à o'a’ 
à l'arrière du corps, à une distance notable, et traversant la bande 
précisément entre deux tourbillons consécutifs; et enfin une droite CD, 
loin vers J’avant, parallèle également à ox’. Et appliquons notre théo- 
réme depuis l'instant = jusqu’à l'instant = + T. 

En désignant par W la résistance (projetée sur oy) qu’éprouve 
l'unité de longueur du cylindre, et par p la pression qui s'exerce sur 
un point de contour, on aura l'égalité 


Li ,T+T 


(7) AQ) + M f Ww dt af af, pee 


Au premier membre AQ représente la différence des quantités de 
mouvement présentes dans le rectangle ADCD entre les deux instants 
= et 7+ T et M est la quantité du mouvement sorte du rectangle 
pendant le temps T. 

Or, au bout du temps T, le corps a avancé, dans son mouvement 
relatif, de la longueur (V—+,)T = /; et par suite la configuration dans 
le rectangle ABCD à l'instant + + T est identique à la configuration qui 
existait, à l'instant =, dans le rectangle A'B'C'D obtenu en décalant 
ABCD de la distance /. 

La différence des quantités de mouvement présentes entre les deux 
instants considérés est donc égale à la quantité de mouvement du 
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rectangle ABA'B’, diminuée de celle du rectangle DCD’C’, au même | 
instant =. Or, à l’avant, on a pour la vitesse relative 


: HO! P—=—#, 
et à l'arrière : 
à av Ov 
Ss pe ee 
Oy" dr 


étant la fonction de courant donnée par l'équation (5). 

A titre de vérification, nous constaterons que ces valeurs des vitesses 
nous fournissent bien, comme le bon sens l’exigeait, la mème valeur 
pour le débit relatif, en amont et en aval. Car, en amont, la quantité de 
liquide qui traverse une section du canal pendant l’unité de temps est 


Lo 


7 = +, dr’ == 0, 
m, 


et en aval la quantité analogue sera 


quantité égale à la précédente, à cause de la propriété essentielle de la 
fonction Ÿ, traduit par l'équation B = o. 
La différence des quantités de mouvement présentes dans ABCD est 


done 
+ L / du k # 
¢ | dr a) dr di 8 | (<6 ) dr dr! 
LU TASSE +" “cvc'r 
+ 0 / 4 % 
OY « 0) / %) 
= 9 es (or / — nr | ss x, À PRE ! r 
| | On! “) of lv 2 aa #1 ai o TA 


NAN 


Elle est donc nulle, d'après le théorème démontré plus haut. 
L'équation (7) devient done, en désignant par W, la valeur 
moyenne de W pendant Je temps T 
1 


LS Pie | af pda’ 
. ~f a 


Quantité du mouvement entrée dans (BCD pendant le temps T. 
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. Évaluons maintenant le second membre de cette équation (8), en 
adoptant le même ordre d’approximation que l’on utilise dans la 
méthode classique concernant le fluide indéfini. 

Nous savons que, si nous désignons par 2,5 les cosinus directeurs 
de la normale extérieure à un contour fermé, la quantité du mouvement 
qui sort pendant l'unité de temps est, en projection sur o'y’, 


! yf UT es y/ . ’ 
(9) fou a+ Bed p fiat olde) 


u', * étant la vitesse relative aux tourbillons. 
D'autre part, à cause de la permanence du mouvement relatif, aux 
grandes distances, nous pourrons y définir la pression p par l'équation 


(Bh 9 5 9 
p=C— -(u? +4 ¢?) 
2, 


avec une approximation sans doute suffisante, et la contribution de la 
pression au second membre de (8) sera par suite 


ne 9 ' ! 1 , D Url? £3) f 
l go ea Oe Cie AT 
5 ae Mes 
Vi <— 


Au total nous trouvons donc 
Fr 0 yy 13 { / ! / 
EON = gee Pile dio PT a 
te 
: . 4e <- 
l'intégration étant effectuée sur ABCD. 
Il est aisé de s'assurer que, en revenant aux vitesses ubsolues (u, 1) 
par les formules 


fl SAG. lis 


les termes ens? et ens’, disparaissent dans (10), et qu'il reste 


3 dj} Es $ j 1 
(11) Wo 4 | cut- 4?) dx + aur dy, 
5 
Mais si l'on a 
dy à 
are UT 
dz 


et ded 
dz'= dr + id, 


18 
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il vient ; 
| “bib dx \ gr 
(12) w=ta [(F) dz’. 
AB 
2) da! 


. d ‘ c A t 
Maintenant, sur AD et BC, wu est nul, (35) est réel, [2 


est imaginaire pure. On peut donc négliger les côtés verticaux AD et 

BC dans l'intégrale qui figure au second membre de (12). On peut 

aussi y négliger la portion concernant DC puisque dans cette région x 

et ¢ sont nuls : ce n’est que loin à l'arrière, que les formules (2) et 

(5) sont valables (elles le sont sur AB). De sorte ee (12) il ne 
Zz 


reste à considérer que la portion AB du contour, = S'y trouvant 


définie par les formules (1) et (2). 
Dans ces conditions nous voyons qu'il viendra 


A cause de la périodicité de la fonction définie par (1) et (2), et à 
cause du choix de AB, il revient au même de faire le calcul sur la droite 


Ve a à 
F 21 


et tout est donc amené au calcul de l'intégrale 


et l’on aura enfin 1 | 


: oJ? L. 

(13) W m+ Sm R ie S'dx'. 

T y Lt 
avec s 

x G)y f a Ga A aay ~ 
(4) S=t(* igs +38) ne Nike + æ'"— 0 +6,(2 + a+ à) 
2 ‘i \ rs. 4 e a 
/ 


Tout revient donc au calcul de l'intégrale d’une certaine fonction 
elliptique. 
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Faisons la décomposition de S? en éléments simples, en opérant 


“i 3 G),, . é 2 : 
avec la variable a’ + > =, pour ne pas compliquer inutilement. 
Les pôles (doubles) sont z/ = —%, 3 —w,, — 5 — w,, 5+, dans le 
rectangle principal des périodes, construit sur les sommets — ,, w,, 
@,+ 2W;, — w,+ 2, (légèrement décalé vers le bas). 
Posant 2’ = — 6-+ h, et 

41,4 
RE ee 

6), 


€19)) | P=£,(20)+ %,(20) — 


on trouve immédiatement 


Vere ys wae, 


Le I 2P beh zh 
* . SR TE + 74 + série entière en /. 


De même, pour s’=¢ — w, +A’, il vient 


a I 2P 
4 S = — — 7: 
h? h' ss 
Pour 3’ = — 5 — w, +h", 
s L 2P 
D LAN VE 
Pour 3’ = w, +25 +2", 
4 : I 2P 
Soe 
On peut donc écrire 
(16) S?=p(s'+ 0)+ p(s’/—6+0,)H p(s’ +0 +m,)+ p(s’—9— os) 
+2P \%(s'+6)—£(s'—0+ 6, )+-2(3'+94+6,)—Zis'—d—ao, i+ Q, 


en désignant par Q une constante, dont on trouvera la valeur en donnant 
a s’ une valeur quelconque, par exemple s'= 0, dans le rectangle des 
périodes. Cette substitution donne immédiatement 


(17) (c0+50+%8+6,0— 


+ 2P[{94+2,06+%,0 + %,0—27,]+Q. 


donne 


et 
4p(291=p9 + p(9+u, = PO MS) POM 01), 


sold hi el 4 
» légion nb 


nous faut main tenant caleuter F tale tqs 


PAT: : Jens 


SJ - dd ] ide 
mt act à pet à ste sur 


(a) 45, 


 S2(3') étant la tete de =’ définie par (16), et i Pet @ ayant lee valeurs” 
_ US) et (18). L'intégrale indéfinie fournira les trois éléments suivants : $ 


CR A ea + 3) ti —0+6,)—%13' bow, <> TEE ee 


o(2'+d)o(3'+0+0,) | 
aa Piheeee ES 
Sek Lots — Ow) Ol ser ail 
Je Peele cin 


et par suite lintégrale L sera la somme 
(20) | L=e2,4+6i4+7, 


des trois quantités suivantes : 


: . . 
te aS SR et a sai per Aine PS Et at Ces ae $ 
* / "4 = 
; 6), — M, K 4 — 4 4 + 0 
bi —~% —— —9 +3/ ——— +6)+f¢ oo of 
> : ¥3 2 2 


f D] 
+%(- ri ola Sgr a) +3(— iol t's 0). 
2 2 
È | (= + 6), am 3) 2( — 6) + on =e )] 
) 2 2 
oe Wy 9), a Hit 4) " 
c " —9 7 | — , — à 
‘ D = 2P log ; - ; = 9 
a 6). + 3 on < ( 6), — %) & ; 
2 (ie a 
aw 4 d « ; b 
ny { 3 — 0) 30H64 L 4 
| | x (-—— +a)o( aa 43) | 
\ \ 2 2 3 | 
71 = Vo 1 
7 
À 
| 
j 
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Or en posant 


G), + 6): = a 
sims) $49 ‘ 
2 
4); — Q),, 1 re 
— ==. 
= P 
il vient 
: , "+ 
(21) RARE QUEE CA ina 


Nous nous préoccupons, en vue de de l’équation (13), uniquement 


de la partie réelle de l'intégrale L, done des parties réelles a BGs 


y, de ~,, 3,, y.. Il est clair, puisque À et u sont deux imaginaires 
conjuguées, que l’on a d’après (21) : 
(22) A, = — 4: 

Examinons maintenant 5,, et transformons-en l’expression en y fai- 
sant également apparaître les nombres 4 et 1. Il vient aisément 


Pi he TAT(p. —- 6) Lire oh. ZB era so 2 
2P a(h—,)o( pe — 20,) Toh 


. oh GiÀ He : 
Comme les quotients a —— ont pour module l’unité, la partie 


Ti pe 


réelle de 5, est fournie par légalité 


3,—=14P(A+pU—L0,)n. 
ou bien 


(23) B,—=14Pn,(29— 0), 
Enfin, comme le coefficient Q est réel, 
71 = Qoy. 
Par suite, il vient en définitive 


+ R(L)=x, +8, +7, 
ou en réduisant 


J i be ro} 
(29) aLi= io, [rt - a | 
1 | 
dO OU ae €(20)/5,(20) +201 e \ 


18% 
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Après quoi nous aurons, par (13), 


à J 
(26) W= 55 RL). 

Examen du cas limite où Con opère dans une bande de largeur indé/fi- 
nie. — Le cas limite où la largeur de la bande est infinie est celui où 
l’on opère en fluide illimité, c’est celui qui a été examiné dans le calcul 
de Karman. Voyons d’un peu près à quel résultat nous serons amenés : 
il nous faut pour cela supposer que w, devient infini, la distance 2¢ 
des deux files tourbillonnaires restant finie, ainsi que l’équidis- 


2 
tance —- 
Dans ces conditions il est bien connu que l’on a (Tannery et Molk, 
CXXID) 


A it imu To) 
Cun — —— + coth > 


Tu (Tk imu 
QU VU — + —th 


126)3 DBs e a2 Wy 


SEL on Meas ces résultats dans l'expression (25) de R(L), on 


ir I : ‘ ; 
trouve ~~! (Tee oth? — pes a dens. ) c’est-à-dire zéro : l’approxi- 


(ide) 


sh? 
6); ‘ 


mation n ‘est pas suffisante pour les fonctions ? 5 et p; il faut utiliser 
des développements plus étendus. A cet effet, puisque nous sommes 


Ros 


dans le cas où le module g=e ‘ tend vers 1, il est opportun de 
passer, des fonctions elliptiques construites sur les demi-périodes w, 
et w,, aux fonctions construites sur 


; 6): ñ : 
4 = ré et 6). = 10). 
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Les formules d’homogénéité bien connues nous donneront alors 


€(tuliw,, iw,)=— (f(utw,o,), 
P(tu|to,. iw;)—=— p(u!w,w,). 
On aura donc, en asain de accent les éléments relatifs aux 
: fonctions construites sur w, » &, 
d M — 1; N35 = — EN, 
4 1 eS eye = — ¢, e, —=—e6e, 
> puis - 
Gare ‘ |. : , 
Genus tw, )==C{ ru + =] f@,. tw, ) —in, 
| i I 
| 
; =— 1C(U — os! 0,03) — in, 
| ’ : 
; =—i[C;(u|o,,) a] — iN; =— 10, (| @, 05), 


d’où les trois formules semblables : 


Ape 10) =—1f,(u|o,03). 
C.(iu | tw,. io) = — if,(u|w, Ws), 
Euro to) == — 10, (| ©, 0). 


Tw 


Enfin g’=e ‘: tendra maintenant vers zéro. 
Utilisons maintenant les formules cv, 2 et 3, de Tannery et Motx, 
il viendra immédiatement : 


tg 27,0 2 Oni, ÊT (70 
2(20 6,0.) — — —— sie aa - coly 
6) 6) 26)! ay 
-, 127 
Wikis € DT 0 2 %', 0 
4 TS 1 — sin - à 
6) | mi"? & G)y 
1 
r ~ à ~ ar 4 kay 
ÎT Ô T tO 2T € entre 
=a —— + = COU eee / a sh —- 
54,0% 26), 6), ay 1— gq” ay 
On trouvera de méme 
. x 
4%, 0 207 Ô hr 
Fÿ (2d)+£,(20 = = ; - th 
binge) to. Ce 0) 4) 6), 4) 20 ay 
x 
2h VPN" q™ 2Tr 0 
= —+ 1 _ 
6) et 6) 
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à) oo rs mont | 


sie ces résltats ea i ses 
AT ah ed 


classique 
ie. a . 
a My, Peeps es poe Se 
Pees vt) 


pd!) =— p(2/d| @, a5 = 


ard / 
On 


_ On écrira ae peine le résultat de cette transcription. Il y figurera des 
_termes en =. qui tendront vers zéro à à la limite puisque c’est mainte- 
nant @, qui devient infini; on aura aussi des termes de la forme Ag*w,, 
ou encore A —— qui tendront également vers zéro. Le terme en WO, 


e ae 


aura pour coefficient 


PRES aah Sepa tee 
+ 0 
à \ ! 1 sh? 
or 
4 { 2 of T 6) 0 qT TO 
—4( “ ; coth eh re à zeta 
t 6), 1 Gd) /, 260 6), 
’ G \ , 
à Tr T 9 sh 
LARMES here 
om, 20), 6), 0), 
1 . = 
c’est-à-dire 
LA 
; 1 
— 7 / coth? -—- — ——_— > 
6), > )} 9 O 
ü), 


ou encore zéro. Ceci est le résultat déjà rencontré plus haut. 

Enfin il reste le terme indépendant de w, et ne contenant aucune 
puissance de q’ en facteur; ce terme se présente immédiatement sous 
la forme | 


* = w À : 1 . ss 
BOs at ro sro > 01) PR UE À | NEA ER 
= 25 —coth — )+ ——( — TE = coth — +8 LT — 
Or S24), 0), 6), mn), 26) 0) 6) 0), 


ou en réduisant 


= 
4 
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En sorte que la formule (26) nous donne à la limite 


ME ee RE D OUT a EO oJ? 
Wes mY = 1h — a 
4 6) | = 6) \ 4 T0) | 


En revenant aux notations de M. Karman, et désignant par / l’équi- 
. 20); . . 
distance —, par 4 la distance 22 des deux files de tourbillons, cette 
formule prend en définitive la forme 


Wie ae Th tn EP 


Cette formule ne coincide pas avec la formule de Karman (Cu. v. 
Karman et H. Rusacn (Physthalische Zeitschrift, 1912, p. 49, « Ueber 
den Mechanismus des Flüssigkeits und Luftwiderstandes »). Elle en 


ps Dele : : 
diffère du terme © qui, dans le raisonnement de Karman, provenait 


de la différence de la quantité de mouvement dans les deux régions 
ABA‘B’, et CDC’D’ envisagées dans le fluide où l’on avait isolé d’abord 
un rectangle ABCD de grande largeur AB. 

Dans nos hypothèses actuelles, nous avons constaté que cette diffe- 
rence était nulle, et elle le restera tant qu'il y aura des parois solides 
AD et BC, même si celles-ci sont très éloignées. 

Cependant notre fonction J définie par l'équation (5) deviendra 
bien, à la limite, la fonction de courant qui convient aux tourbillons 
de Bénard. Cela est facile à vérifier en utilisant les formules suivantes 
(cf, Tannery et Moik, Fonct. elliptiques, f. CNXIT, 11) concernant le 
cas où w, est infini : j 


D) G) imu 24 ws 
1 
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En appelant Y’ ce qui devient (à une constante près) la fonction , 


on trouve ainsi T7 
iIX(3 — 0) 

ch ARE mt 

log| — 


sh 


2 64 


ir(z +0) 


2.6); 


Or dans le calcul concernant les tourbillons de Bénard en fluide 


%o 


2% e 
Fig. 3. 


indéfini, et avec les axes de la figure ci-dessus, on avait la fonction de 
courant 


| sin? ( =A | 
trs, 
DRE py Se 
: a ae 
sin... (53—3,) 
th eee 4 A ae 
En posant 3,— — =1w¢, 3,—=—ic— -, il vient 
2 2 
| Je | 
. |: COS - = +10) 
: 3 | / 
a log | 
à Me M À uy id) 
sin —(s— od 
! | 


Si enfin nous faisons la transformation 3’ = fs qui correspond à une 
rotation de la figure, d’un angle droit, nous retomberons, à une cons- 
tante près, sur d’. 

My a donc raccord à la limite, entre les deux fonctions de courant, ce 
qui du reste n’est pas très surprenant. Mais, tandis que la fonction d” 


; : sek! odh : : 
fournit dans la résistance le terme Gr, la fonction Ÿ concernant le 


fluide limité, dans un canal même très large, ne pouvait nous conduire 
à ce terme. 

Il est clair que la vitesse V de déplacement du cylindre, qui n’inter- 
vient pas explicitement, figure implicitement dans ces formules, car 
c'est elle qui régit les conditions d'établissement du phénomène, et de 


| 
i 
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cette vitesse dépendent évidemment les quantités 6, w,, et par suite ¢,. 

Il est assez vraisemblable que la non-concordance de la formule 
limite, avec la formule classique, dépend du fait que dans la méthode 
suivie l’approximation, signalée plus haut pour le calcul qui con- 
cerne p, est sans doute devenue insuffisante alors que cette méme 
méthode était entiérement suffisante dans le cas du fluide indéfini. 
Et, en effet, cette vue se confirme par le travail de M. L. Rosenhead 
que nous Bouiione’ a la fin de notre Introduction. 

Il est facile de voir que I’ expression trouvée ci-dessus pour la fonc- 
tion (3°) est spécialement appropriée à l'application du théorème 
de M. Synge dont fait usage M. Rosenhead. 

M. J.-L. singe (Proc. Roy. Irish Acad., t. XXXVI], A, 1927, p. 99) 
a démontré qu’en désignant par (X,,, Y,,) eg composantes de la résis- 
tance moyenne éprouvée par l'unité de longueur d’un cylindre immergé 
avec production de tourbillons alternés en régime bien périodique, on 
a la formule 


i ploy 
5) UGG i. ee p fLeFcaY + ax)! { di fw dt. 
| VA eee Nee 


Fig. . 


Les axes OXY sont ici des axes liés au corps: a =u — iv représente la 
vitesse complexe par rapport à ces axes, et o est le potentiel (7, le 
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potentiel complexe) dans le même mouvement relatif. Enfin y repré- 
sente ici le contour ABCD formé d’une section du canal, loin en aval 
(passant entre deux tourbillons consécutifs, parexemple a mi-distance 
verticale de ceux-ci), de deux bords BC et DA du canal, et de la sec- 
tion CD loin en amont. 
~ On a done, pour les vitesses u, °, les valeurs o, — V, à l’amont, et 
oa 
LA Be * Qu 
à l'aval. 
On a aussi, à l’amont, w = CV, et à l'aval 
(28) wow +e. 


Cela étant, on tire de la formule (27) 
x ; 
0) nazpf rai fia fie. 
“ABS CD mn Te à: 


Pour le premier terme qui figure à droite dans la formule (29), tout 
revient à calculer l'intégrale 


[ol dX, 
Ls) 
ou encore 
[Lol 4 
. AB 
puisque 
g=o9+iIVN 


A cet effet, M. L. Rosenhead remarque qu'il suffit de s'occuper indivi- 
duellement des deux files tourbillonnaires, en remplaçant l'existence + 
des parois du canal par des files doubles en nombre infini, obtenues 
par des symétries successives relativement à ces parois. Bien que 
integration soit faite sur AB, c’est-à-dire sur un domaine fini, il n’est 
pas évident que l'erreur commise en considérant les files tourbillon- 
naires comme indéfinies dans les deux sens tende vers zéro lorsque AB 
s'éloigne à l'infini. Il en est cependant ainsi, car au moyen d'un rai- 
sonnement élémentaire, on voit que les tourbillons fictifs obtenus par 
les images indiquées produisent le mème effet que si l'on ne tenait 
compte que des tourbillons réellement existant dans le canal, mais 
en intégrant sur une largeur infinie (dans les deux sens) au lieu de se 


4 
4 
| 
3 
à 
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contenter de la largeur AB. On peut alors conclure, comme dans nos 
Leçons sur la Théorie des Tourbillons, (Chap. VI, p. 150), que dans ces 
conditions on peut remplacer la portion de [9]! qui correspond a 
une file où l'intensité est J, par 


(30) 6 Margi Z—4%,). 


\ 
Mais comme, dans le temps qui s’écoule de O a T; chaque tourbillon 
s'est trouvé exactement décalé d’un rang vers le bas, on voit immé- 


” 


diatement que la contribution (30) est égale a 2e z étant égal à 1 
suivant que le point Z se trouve à droite ou à gauche de la file envi- 
sagée. De mème, pour une file où l’intensité est — J, la contribution 
analogue sera la même, mais changée de signe, — 

On voit donc que ce qui proviendra, sur AB, des doubles files fictives 
à gauche ou à droite du canal sera nul; et il ne restera à envisager que 
les deux files réellement existant à l’intérieur du canal. Elles four- 
niront du reste au total zéro, sauf si le point Z est entre les deux files, 
auquel cas on obtiendra 


Le premier terme à droite dans (29) sera done égal à 2035 et 


: : 2030 : 
fournira pour Y,, la portion —7—» ou encore, en appelant / la distance 
5 3 Jh A4 ate , 
des deux files de tourbillons Ê C’est là justement le terme de la for- 


mule de Karman qui n’était pas obtenu par la première méthode. 

Il ne reste plus qu’à examiner le second terme de la formule (29) 
et à constater qu'il nous fournit la même expression que celle que 
nous avons obtenue dans la première partie de ce travail. 

Sur BC et DA, w étant imaginaire pure, la portion correspondante 
de [ w ad ne fournira aucune contribution à Y,,.SurCD, ona 


+ 


et 


ON 


Lee | (= V2 )}dX =u, V?. 
co ¥ (4 
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Sur AB, ona 


ON ON ES 


= Viu,+aiV(e] À —2V[ÿ] otf w? dX 


FT » 


et par suite, à cause de la propriété essentielle démontrée pour la 
fonction 4, 


LU 


As HP 
af a di = Yo, +h fe (4) dX. 


“AB 


Le dernier terme de la formule (29) se réduit donc, en définitive, à 


2a) v, : 
(31) FR] af (%) dX. 


A cause de la formule (2) qui donne u—w=vw, c'est-à-dire a 
l'expression à intégrer par rapport à X n’est autre, à un facteur constant 
près, que l'intégrale 


effectuée à une certaine section droite H, du canal. Or, la partie 
réelle 


est indépendante de la section sur laquelle on aura intégré. 
On a en effet, en intégrant la fonction 


re / ne E 
7 41 116.1: 
S| Et SE Uy 2 


. PE re 
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le long du contour abcd de la figure, 


a S?ds’ es Deus 
abed ” 


les résidus étant ceux de la fonction S? dans le rectangle abcd. 


3 
. 


Comme S est imaginaire pure sur les parois du canal (où u = 0), 


les quantités 
[Sie el sie 


te “ila 
sont imaginaires pures, et l’on a 
Un, — Un, = 2752 Résidus de S?. 
Or nous avons constaté, dans un calcul antérieur, que les résidus 


de S? étaient réels et égaux a 


be bee aig: 
a] t(2d)4o(28)— aL, | 


Il en résulte donc 
Cali 


et par suite l’expression (31) se réduira à 


(On 


c'est-à-dire l'expression — TW,, de notre première mee, ee qui 
achève la vérification annoncée. 


> rrr I — — 
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LES CARACTERISTIQUES DOUBLES 


ET 


LE PROBLÈME DE LA DÉFORMATION DES SURFACES 


Par ME. GOURSAT 


|. Les caractéristiques multiples des équations aux dérivées par- 
tielles d'ordre quelconque ont été étudiées par E. Levi ('). La 
démonstration des théorèmes d’existence présente des difficultés 
spéciales qui ne paraissent pas encore complètement surmontées. 

Ces caractéristiques multiples interviennent dans un problème 
inportant de la théorie des surfaces, la recherche des surfaces admet- 
tant un élément linéaire donné. Leur étude permet d'expliquer d'une 
façon très simple certaines déformations d'une surface où une courbe 
de cette surface devient, après déchirure, une courbe plane de rebrous- 
sement. Dans le cas particulier où la courbe considérée est une ligne 
géodésique, on obtient, en général, au lieu d’une ligne de rebrous- 
sement, des singularités transcendantes qui n'avaient été signalées 
que dans quelques rares cas particuliers. 

Ce travail constitue le complément naturel d'un Mémoire anté- 
rieur (2), où J'avais étudié le problème de Cauchy relatif à la défor- 
mation d’une surface dans le cas d’une caractéristique simple. (*). 


I. 


2. Soit (E,) une équation de Monge-Ampere 


‘wai REIN ise Me NES) 0 


(1) Annali di Matematica, t. 16, 1909, p. 161. 


(2) -Innales de la Faculté des Sciences de Toulouse. 3" série. t. 1. 1960. pe 1-74. 
(3) Les principaux résultats du nouveau Mémoire ont été résumés dans deux Notes 
présentées à l'Académie des Sciences ((Comples rendus, t. 186, 1928. p. 277-275 


et 665-668). 
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où nous supposons, pour préciser, que les coefficients H, K, L, M,N 
sont des fonctions analytiques de a, y, 3, p,q et que N est different de 
zéro. Une caractéristique du premier orare(') M, de cette équation est 
une suite simplement infinie d’éléments du premier ordre satisfaisant 


aux trois relations 
| Ndp + Ldzx + à, dy =0, 


(2) : Ndg + k dx + Ildy =0, 
ds — pdx — q dy =0. 


7, et À, étant les deux racines de l’équation du second degré 
(3) A2 + 2K À + IL — MN — 0. 


Lorsque l'expression 
F—h?— IL + MN 


n’est pas identiquement nulle (cas général qui se présentera seul dans 
la suite), l'équation (1) possède deux familles distinctes de caracté- 
ristiques du premier ordre, les équations des deux familles se dédui- 
sant l’une de l’autre en permutant A, et A,. Mais il peut arriver que 
tous les éléments d'une caractéristique vérifient la relation F = o, et 
l'on a, en chacun de ces éléments, À, = 4, = — K. Nous appellerons 
caractéristique double de l'équation (1) toute multiplicité de oo! élé- 
ments du premier ordre satisfaisant aux relations 


2, = N dp a Lédr - K dy =UÙ, 
(4) FR HL+MN—=o; (5) € Q, = N dg — K dr + Hdy =o, 
st, = ds pdr — q dy =0; 


les démonstrations relatives aux théorèmes d'existence des intégrales 
renfermant tous les éléments d'une caractéristique du premier ordre 
ne s'appliquent pas aux caractéristiques doubles (*). Dans les cas que 
nous allons étudier, l'existence de ces intégrales sera établie d’une 
facon indirecte. 


3. Toute équation (E,), qui admet deux familles distinctes de 


(1) Voir mes Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du 
second ordre, t. 1, Chap. Il. J'indiquerai simplement-par le mot Lecons le renvoi à 
cet Ouvrage. 

(2) Lecons, 1.1, Chap. IV, 


| 
| 
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caractéristiques du premier ordre, possède aussi une famille de carac- 
téristiques doubles. Mais il peut se présenter deux cas bien distincts. 
Si, de l’équation (4), on tire l’une des variables x, y, 3, P; q, exprimée 
au moyen des autres et qu'on porte cette expression dans les rela- 
tions (5), on obtient, en général, un système de trois équations diffé- 
rentielles du premier ordre entre quatre variables; les caractéristiques 
doubles dépendent donc de trois constantes arbitraires. Supposons, 
par exemple, 


H=p, NET, Mere" Nea 


Les équations (4) et (5) deviennent 


r+yso. PS0, dq + p dy =, di = p dx + q dy. 


et l’on en tire 


5 5 : ‘ 1 & = x ss 
SS SL, PU PCT Gs $= — — +-(C, — CG jr + C,, 


C,, C,, C, étant des constantes arbitraires. | 

Il en est autrement si toutes (') les intégrales de l’équation du pre- 
mier ordre (E,), obtenue en égalant à zéro l'expression F, sont aussi 
des intégrales de (E,). Dans ce cas, en effet, tous les éléments d’une 
caractéristique de (E,) appartiennent à une infinité d’intégrales de (E,) 
qui sont aussi des intégrales de (E,). Comme tous ces éléments véri- 
fient la relation F = 0, ce sont des caractéristiques doubles de (E, ). 
Or, les équations différentielles des caractéristiques de(E,)sont, avec 
les notations habituelles, 
Ciara as dz Am) PRE dy. | 
Pr QO is Pp+QOq A Xp An Gr 42 


(6) 


Les équations (5) devant être des conséquences de ces nouvelles 
relations, on doit avoir 


N(X + pZ)=LP— KO. NCY¥ + 7 Z) 22 KP -+ IQ, 


(1) H peut se faire que F se décompose en deux facteurs analytiquement distinct 

1 rar o> : fix 7 À les. 
F = F,F,. les intégrales de F,=0 vérifiant seules Péequation (E,\, Tous les raison- 
nements du texte “appliquent. en remplaçant F par Fy ( vorr plus loin un exemple 


au n° 4). 
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en tenant compte de l'équation F = 0, ce que nous écrirons 


(5 N(X + pZ)=LP— KO. N(Y+qZ)=—hP + HQ (mod. F), 


D’ailleurs, on a 


NdAF=N(N dr + Y dv + Zds-+ P dp + Odg) 
=N(X4+pZ)dr+N(¥+qZ) dv + NZQ, 
+ P(Q,—Ldr + Rdv) + O(Q, + K dr — I dy), 


Q,, Q,, Q, désignant respectivement les premiers membres des équa- 
tions (5). En tenant compte des relations (7), on a donc 


N dF = NZQ, +P2,+Q2, (mod F). 


[l s’ensuit que les trois équationsQ, = 0, Q, = 0, Q, =o se réduisent 
a deux équations distinctes en tenant compte de la relation F = o elle- 
même. Si done, on tire l’une des variables 2, y, 3, p, q en fonction des 
quatre autres de l'équation F =o et qu'on porte cette valeur dans les 
équations (5), on sera conduit à un système de deux équations de 
Pfaff à quatre variables. Ces caractéristiques doubles dépendent donc 
d’une fonction arbitraire d’une variable. Il peut y avoir d’autres carac- 
téristiques doubles ne dépendant que de constantes arbitraires si F est 
divisible par un facteur F, tel que les intégrales de F, = o ne vérifient 
pas (E, ). 

Inversement, supposons que les quatre équations dF = 0, Q, — 0, 
Q,—0o, Q,—0o se réduisent à trois seulement en tenant compte 
de F =o. On aura alors une identité 


N dF = AQ, + BQ, + CQ, (mod IL), 


et l'on voit immédiatement, en comparant les coefficients de dp, dq, ds, 
que l’on doit prendre A= P, B= Q, C= Z, et la relation précédente 
s'écrira, en simplifiant, 


| Ns pL PL OW |r L- | à —- yl i Pe HO dy = 0 ( mod I"). 


Les coefficients de dx et de dy sont done nuls en tenant compte 
de F =o, et si l’on se reporte aux équations différentielles (6) des 
caractéristiques de (E,), on voit qu’elles satisfont aussi aux rela- 
tions (5). Elles font donc partie des caractéristiques doubles de (E,). 
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Toute intégrale non singulière de (E,) est donc un lieu de caracté- 
ristiques doubles de (E,), et, par suite, une intégrale (') de (E,). 


Remarque. — On peut encore établir le.résultat précédent en effec- 
tuant une transformation de contact de façon que l'équation (E,) 
devienne p =o. Pour que toutes les intégrales de (E,) soient aussi des 
intégrales de (E,), il faut que L et M contiennent le facteur p. Pour 
que F soit nul aussi lorsque p =o, il faudra, de plus, que K soit aussi 
divisible par p. Les équations différentielles des caractéristiques 
doubles se réduisent bien à deux 


dy + Wdy = o. dz — 4 dy = 0. 


A 19 ‘ ' . . 
où l'on a remplacé p par zéro dans H. On peut choisir pour 3 une 
onction arbitraire de y, et l'on tirera g et x des relations précé- 
dentes. 


4. Considérons, en particulier, |’équation (E,) à laquelle conduit 
la recherche des surfaces admettant un élément linéaire donné, quand 
on prend pour inconnue l’une des coordonnées rectangulaires d’un 
point de la surface cherchée. Nous désignerons maintenant les variables 
indépendantes par w et ¢, la lettre 3 représentant toujours la fonction 
inconnue. L'élément linéaire étant pris sous la forme simple 


(8) de Cire, 
où C est une fonction connue de uw, #, l'équation (E,) s'obtient en 
exprimant que la forme quadratique 


(9) ds? — d3s* =(1— p?) du? — 2pq du ds 


Ce) des. ae ie 
st) FT ET 1 Ge 


est à courbure totale nulle, ce qui conduit à l'équation classique (°), 


| Cap te [28 a | Cine aC 0d 
"ESS 1° ME 
(10) (7 Se) et ait an À Pipe 
C2 HET dE ACTE 
aren TC ; Ou a Re DR 
(1) Lecons, t. I, p. 48-49. 
(2) G. Darsoux. Lecons sur la Théorie générale des surfaces, LH, p. 262. 
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C’est une équation (E, ) où les coefficients H, K, L, M, N ont les valeurs 


suivantes : 
ac aC : oc : 

2 Sey tice res L=o. N=C 

a= oul ov Th du 1° ; : 


dC ec. 1/aC\? à. 22 
sg LRO pe Ce ; 
ee de? E (Sa) js du? 


On a, dans ce cas, 


F= Kk? — HL + MN — cl. pact — Cpt — eae 


Toutes les intégrales de l’équation du stars ordre (E,), 
(11) & F —C(1— p*?) — q?—0, 


sont aussi des intégrales (') de (E,). L’équation (10) admet donc une 
famille de caractéristiques doubles dépendant d’une fonction arbi- 
traire, ce qu’il est aisé de vérifier. En effet, les equations (5) devien- 
nent ici 


cz 2 dC = a oC ; ; 
(S') . Cdp — a gp, idq — Ou q du + (c as P= = q 


ds — pdu—qdv=o. 


Pour avoir tous les systèmes de trois fonctions u, p, g de la variable ¢ 
satisfaisant à la relation (11) et aux deux premières équations (5), il 
est indiqué, d’après la forme même de la relation (11), de poser 
p=sinV, g = Ccos V, V étant une inconnue auxiliaire. Les deux pre- 
mières équations (5’) se réduisent à une seule dV = Éd. Les carac- 
téristiques doubles sont donc représentées par les équations 

OV AL 

ov du” 

s= | sin \ du + Ccos\ d'; 


peta 


(12) p= sin; g = CeosV, 


on peut choisir arbitrairement la fonction uv = U(¢), et V s’obtient par 


une quadrature 
= ff 
ou 


(1) G. Dannoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces. t. HE, p. 255. 


ren aA 
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ou Ea représent devient © i place 
Su | reP e ce que devient — quand on y remplace wu par Y(¢). 
On peut aussi choisir arbitrairement la fonction V(e), et u s'obtient en 
résolvant l’équation 


Remarques. — 1° Les formules (12) ont été établies en supposant 
que + n’est pas constant le long d’une caractéristique double. Si v est 
égal à une constante ¢,, les équations (12) doivent être remplacées par 
les suivantes | 


ETS PES Per MH Ci. V1 ip}. 5 = By. + Poll, 


Po» Vo 30 étant des constantes arbitraires : 

2° On obtient d’autres caractéristiques doubles en adjoignant la 
relation bs =o aux équalions (5'). Ces caractéristiques qui dépen- 
dent de trois constantes arbitraires et qui ne vérifient pas en général 
l’équation (11), ont beaucoup moins d'intérêt que les premières pour 
la suite de ce travail. 

3° Pour vérifier que les caractéristiques de (E,) font partie des 
caractéristiques doubles de (E,), il suffit de poser p = sin V,q = CcosV 
dans les équations différentielles de ces caractéristiques : 


a WE AV dp hess dq 
; PF PER RE OC 
“Ou [ Me [ 


et l’on trouve ainsi qu’elles se réduisent aux deux suivantes 


du AV: 0G 
qo = Clans, De ee Pr 
dont la seconde est identique à la relation obtenue plus haut. L’élimi- 


nation de V conduit bien à l’équation différentielle des lignes géodé- 


siques. : 


5. Ces caractéristiques doubles jouent un rôle important dans la 
recherche des surfaces admettant |’élément linéaire (8). Nous sup- 
posons que C(u, +) est une fonction analytique réelle et holomorphe 


Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Octosre 1929. 37 
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des variables réelles u, +, dans un domaine D du plan (u, +) et que 
3(u,”) est une te ré réelle de I’ équation (10), holomorphe dans le 
même domaine. De cette intégrale s(u, 7), on peut, sous certaines 
conditions qui vont être rappelées, déduire une surface réelle (2) 
admettant l’élément linéaire (8). 

D’après la façon même dont on a obtenu l'équation (E, ), la fonction 
z(u, +) est telle que la différence 


/ 


(14) ds? — de = du? + C? dv? — (p du + q dv * | 


est décomposable en une somme de carrés de deux différentielles 
exactes dx? + dy”, si s(u,@) n’est pas une intégrale de (E,). Pour 
que x et y soient elles-mêmes des fonctions réelles des variables u, + 
dans le domaine considéré, il est nécessaire que, dans ce domaine, 
l'intégrale 3(u, ©) vérifie les inégalités | 


(19) F=C1— p?)—_g>o, Pak he das Bie 


dont la première entraine les deux autres. Ces conditions sont d’ailleurs 
suffisantes. En effet, si elles sont remplies, la forme quadratique 
ds* — dz* est décomposable en un produit de deux facteurs linéaires 
imaginaires conjugués 


(16) ds? — ds? =|adu +-(b + ef) de|[adu+ (b —et) de], 


où l’on a 
PR NULLE 09 NL) 9? 


(417) a=\In-p. = © « 


\°1==p*° \.1— p* 


Cela étant, soit (u,, 6,) un point quelconque du domaine D; a, b, c 
sont des fonctions réelles et holomorphes de u, ¢ dans le voisinage de 
ce point, a et c ne s’annulant pas. Puisque la forme (16) est réduc- 
tible à une somme de carrés de deux’ différentielles 


Oe a —— A UT iv jd(r— iv), 
les deux formes linéaires 
eau (b + cr) de, a du + (b— ci) de 


doivent admettre respectivement deux facteurs intégrants imaginaires 
conjugués dont le produit est égal à un, que l’on peut représenter 
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par e'",e™, vu. étant réel. Les conditions d’intégrabilité conduisent aux 
deux relations suivantes pour déterminer y : 


Ob da Ob da 


0 0 P) ov 
Op du 7 Me deghades du Ov. 


(18 pees PRE ses Seta 
) du c À ‘dr a du ac : 


aetcne pouvant être nuls dans le domaine du point (wu, %), on a pour ge 
\ 


du’ 
0 . Fae 
a5? et, par suite, pour u, des fonctions holomorphes dans le méme 


domaine. II vient enfin 


x + ies feta du + (b+ ct) de]: 


T—iyY—= femladus (6 — ci) dv}. 


d’où l’on tire pour x et y deux fonctions réelles et holomorphes de u, ¢ 
dans le voisinage du point (u,, ¢,). La surface représentée par les 
équations 

æ—æ(u,s), y=y(u,r),  2=2(u,?) 


admet bien l’élément linéaire(8) et ne présente aucune singularité au 


point M, qui correspond aux valeurs (4,,1,), car le jacobien Die 2 


? 


par exemple, n’est pas nul pour ce système de valeurs. 

Les fonctions x, y ne sont déterminées qu’à des constantes additives 
près quand on a choisi la valeur de la constante qui entre dans u(u, ¢). 
Quand on change les valeurs des constantes dont dépendent x et y, la 
nouvelle surface se déduit de (£) par une translation parallèle au plan 
des ay, tandis que le changement de la constante qui entre dans p 
correspond, on le voit aisément, à une rotation autour de Os. Remar- 
quons encore qu’une permutation de æ + zy en æ—1y revient à chan- 
ger y en — y, c’est-à-dire à remplacer la surface (2) par une surface 
symétrique. En définitive, la surface (£), qui correspond à une inté- 
grale 3(u, v) de (E,), n’est pas complètement déterminée, mais toutes 
ces surfaces se déduisent de l’une d’elles par une symétrie, ou par une 
rotation autour d’un axe parallèle à Oz. Cette remarque s'applique à 
tous les cas qui seront examinés dans la suite. 

Considérons le cas plus général d’une intégrale réelle 3(u, ¢), satis- 
faisant aux inégalités (15) dans le domaine D, mais non uniforme 
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dans ce domaine. Supposons, par exemple, qu'un chemin fermé situé 
dans D, partant du, point (uo, #,) et y revenant, conduise de la valeur 
3,(u,e) de l'intégrale à une valeur différente 3,(4, v) de la même 
intégrale; 3,(u,v) et 3,(u, +) fournissent deux portions de surface (£,) 
et (2), qui correspondent point par point à une région du plan (u, +) 
entourant le point (uy, ,). Ces deux portions de surface, qui appar- 
tiennent à une même surface analytique, se correspondent point par 
point avec conservation des éléments linéaires, sans étre, en général, 
superposables. C'est ce que M. Gambier appelle une auto-application. 
L'existence de surfaces admettant une auto-application est une con- 
séquence immédiate de ce qu’il existe des intégrales non uniformes 
pour une équation aux dérivées partielles. Il peut y avoir auto-appli- 
cation dans d’autres circonstances comme nous le verrons plus loin. 


6. Une portion du domaine D où les inégalités (15) ne sont pas 
toutes vérifiées ne peut correspondre à une portion de surface réelle 
admettant l’élément linéaire (8). Supposons, pour fixer les idées, qu’il 
existe dans le domaine D une ligne À, le long de laquelle # s’annule 
en changeant de signe. Cette ligne A est nécessairement analytique ; 
elle décompose le domaine D en deux régions D,, D,, # étant positif 
dans D, et négatif dans D,. On aura aussi, dans la région D,, p? <1, 
4 <.C?. Dans ces conditions, à la région D, du plan (u, ©), corres- 
pond une portion de surface £, sans points singuliers, admettant 
l'élément linéaire (8), pour laquelle on peut prendre z= z(u, +). Le 
but essentiel de ce travail est /a recherche des singularités que présente 


la surface (%,) lorsque le point (u,v) vient sur la ligne de séparation À. 


: Dz os . . 
Le long de cette ligne u, +, p= x: 7 = 5,’ 3 sont des fonctions 


d'une variable indépendante, formant une multiplicité M,, dont tous 
les éléments satisfont à la relation * = o. Cette multiplicité appartient 
donc à une intégrale 3'(u, «) de l’équation (E,), qui est aussi une inté- 
grale de (E, ). Cette intégrale s’(u, v) est différente de 3(u, ©), puisque, 
par hypothèse, s(u,«) ne satisfait pas à la relation # =o. Les élé- 
ments de A, appartiennent donc à deux intégrales distinctes de (E,), 
et par conséquent OM, est une caractéristique de (E,). Or tous ses 
éléments satisfont à l’équation * =o; c'est donc une caractéristique 
double de (E, ). 


See ee 
Li L 
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Nous sommes donc conduits : à étudier successivement les deux pro- 
blèmes suivants : 


1° Déterminer les intégrales de (Ky) qui contiennent tous les éléments 
d'une caractéristique double de cette équation. Nous nous limiterons à 
la recherche des intégrales holomorphes; 

2° Connaissant une intégrale holomorphe z(u, +) renfermant tous 
les éléments d’une caractéristique double M,, ayant pour support une 
ligne A du plan (u, v), étudier la nature des fonctions æ(u, 6), y(u,), 
déduites de la bon: ds’ — dz* = dx? + dy’, dans le voisinage de la 
ligne À. 


! 


Pour étudier le premier problème, nous supposerons que, tout 
le long de la caractéristique double considérée, la relation entre w et + 
se réduit à = o. On satisfait à cette condition en prenant pour courbes 
coordonnées les parallèles à la courbe qui sert de support ponctuel à 
la caractéristique double sur une surface admettant l’élément linéaire 
donné et les géodésiques orthogonales. Pour préciser les hypothèses, 
nous supposons que C(«, +) est représentée, dans le voisinage de la 
ligne u = o, par un développement 


(19) (RESTE Ch bi te = Cag bl? Se dare PT RER 


C,, Co, ...,C€,, ... étant des fonctions holomorphes de + dans un 
intervalle (+), v,), et la série (19) étant convergente dans le domaine 
défini par les inégalités 

PI ect per Ti FOS Ba res 


ou h et r sont des nombres positifs assez petits. 


Pour w= 0, on a ds? = dv’, de sorte que + représente, au signe près, 
l'arc de la courbe « = 0, comptée à partir d’une origine que l’on peut 
choisir arbitrairement. 

Les caractéristiques doubles, dont tous les éléments vérifient la 
relation « = 0, sont représentées (') (n° 4), par les équations 


(20) ha O0, p= sin V, g = cos \, 
Vita (5) == Cy Spent cos \ de + th 
ou : 


Vo 


(1) Lorsque C, = 0, les formules u = 0. p = msinV,g = meosV. z= fo cos \ dy, 
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et dépendent de deux constantes arbitraires qui figurent dans V et 
dans 3. Il est évident que la constante 3, correspond à une translation 
parallèle à Oz. Nous verrons aussi un peu plus loin que, sauf dans un 
cas particulier, l’autre constante. n'intervient pas dans la forme des 
surfaces obtenues. Nous pouvons encore écrire les équations (19) 
et (20) : ; : 


(19') Cr Wa + Cut. Oe... 


(20') C0: p=sin Vy ge vôs.Y: ee cos V dv + 5, 


Pa 
4 


en supposant connue la fonction V. Une intégrale holomorphe de(E,), 
contenant tous les éléments de la caractéristique double définie par 
les équations ( 20’), est représentée, en négligeant la constante z,, par 
un développement de la forme 
v 

(21) Ges [ cos V dv + u sin V + 9,u? + o,u* +...+ qu u" +..., 

APE 
Pa, Pas +. Pas --. étant des fonctions holomorphes de ¢ dans un 
certain domaine, et nous avons d’abord à déterminer ces coefficients 
de façon à obtenir un développement satisfaisant formellement à 
l'équation (E, ). | 

Il est commode, pour la suite des calculs, de poser 


PILE 
= | cos V de + « sin V +Z; 


les grandes lettres P, Q, R, S, T désignant les dérivées de Z, on a 


p=sinV +P, 

g=cosV(i+uV')+0,. 

ÉFÆRR; 

$== co MANS, 

(= — sin V.(i+uV')V'+ucos V.V'HT, 


SUE nee SA ee 


où Va la même signification et où m est une constante quelconque, représentent 
aussi une caractéristique double, mais les éléments de cette multiplicité ne vérifient 
Ja relation F =o que pour m= +1. 


oe ee 
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et l'équation (10) est remplacée par l'équation 
(21) C(RT — S:) 
R | Cucos VV — CsinVV'(1+u\') 


IC 
+ C? 9, (Po sin V) == D 1Q+ cos View) 


0G... 
+ a8 | S21Q + cos Vu |= Coos VV" | \ 


- Cocos? VV? + Er cos V.V'[Q +cosV(1+w\')] 


(> SCENE 2 


du? 


CC : 
| mre (Sz) {t (J+ cos V(i+ uw V’)-P Bg pelea 


Ou? See qu? 


Si l’on ordonne les coefficients de R et deS, et le terme indépendant 
de R,S, T, suivant les puissances de u, P, Q, l’équation (21) peut 
encore s’écrire 


(21): C(RT —S?) + (V'P + 20, sin Vu +...)R + 2 (V'Q+ 2C, cos Vu +...)S 
—- 4 C, sin VP — 4C, cos VQ +-...=0, 


les termes non écrits étant au moins du second degré en #, P, Q. En 


substituant dans cette équation un développement 


(a2) B= 6,06; 0 oO,” EO, 


les seuls termes du premier degré én « proviennent du terme en R et 
de - 4C, sin VP, et le coefficient de u est égal a 


29,[2 V'o, + 20, sin V | —8C,sin Vo, = 49,| Vg, — C, sin V J. 
La fonction 9,(«) doit donc ètre racine de l'équation 
(23) g.(V'o, — C, sinY =o. 
Pour la suite des calculs, nous distinguerons trois cas : 


Premier cas (cas général) : V’ et C, sont différents de zéro. -- Sur 
une surface, dont l'élément linéaire est donné par la formule (8), la 
courbe u = o n’est ni une ligne géodésique, ni une ligne de courbure 
totale nulle. 
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Deuxième cas : C, = 0 et V' est différent de zéro. — La courbeu = 0 
est une ligne de courbure totale nulle, sans être une ligne géodé- 


sique. 
Troisième cas : V'—0. — La courbe u=o est une ligne géodé- 


sique. 


II. 


8. Nous supposerons que la fonction C(u,v) est holomorphe dans 
le rectangle & limité par les droites u = +r, + = +h et qu'elle est 
représentée dans ce rectangle par une série (19) où les coefficients 
C;(+) sont holomorphes dans l'intervalle (— A, +h). Si V'et C, ne 
sont pas identiquement nuls, on peut, en outre, choisir l’origine des 
arcs sur la courbe u = o et le nombre h de façon que V’ et C, ne s’an- 
nulent pas dans cet intervalle; enfin, nous supposerons h assez petit 
pour que l’on puisse choisir la constante qui figure dans V, de façon 
que sin V et cos V ne s’annulent pas non plus dans le même intervalle. 


La valeur de V étant choisie de cette façon, on peut prendre pour 9, 


sin \ ; 
une des deux valeurs 9, = 0, 9, = : yr Prenons d’abord pour 9, cette 


seconde expression qui représente une fonction holomorphe de « dans 
l'intervalle (— h, +A), ne s’annulant pas dans cet intervalle. Pour 
calculer les autres coefficients 9,, 2,,..., 9, du développement (22), 
remarquons qu'après la substitution de ce développement dans le pre- 
mier membre de l’équation (21), les termes qui dépendent de ?, sont 
au moins du degré n—1 enw et les termes en Au"! proviennent 


uniquement de 
R[V'P + 2C, sin Vu ]— 4C, sin VP. 


En remplaçant P et R par leurs développements et V’o, par C, sin V, on 
obtient pour coefficient de ?,u"-! le produit 2n(2n — 3)C, sin V. On 
a done, pour déterminer Dn, une relation de la forme 


an(an —3)C,sinVo, +...=0. 


les termes non écrits dépendant des C; et de 92, 95, ..., ©, ,. En pre- 
nant successivement n= 3, 4, ..., on obtient de proche en proche 


pe ei 
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tous les coefficients, et l’on a un développement unique 


(24) ie cos V de + u sin V + qu? + qui +... + quut +... 
mo 

dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de « dans 
l'intervalle (— h, + h), satisfaisant formellement à l’équation (10). 
Nous admettrons provisoirement la convergence de ce développement 
qui sera établie plus loin d’une facon indirecte. 

Si dans # on remplace z par le développement précédent (24), et 
qu'on ordonne-le résultat suivant les puissances de u, on obtient, en 
n’écrivant que le premier terme de la série obtenue, 


4C, sin? \ 
V’ 


| 


( 25) 1 u + 
de sorte que # change de signe avec u. 

Prenons, en second lieu, #, —o et cherchons une solution de 
l'équation (21) représentée par un développement de la forme 


(26) L=9,(0)0* +...+o,(e6}4ur +... 


Après substitution de ce développement dans le premier membre, on 
voit immédiatement que le coefficient de uw? ne dépend pas de 9;. On 
pourrait vérifier directement que ce coefficient est nul; nous le prou- 
verons un peu plus loin d’une autre façon en montrant qu'il existe au 
moins une intégrale de l’équation {21) représentée par un dévelop- 
pement de la forme (26). Nous pouvons done, pour la suite des cal- 
culs, choisir arbitrairement le coefficient 9,. Cette fonction étant 


choisie, les coefficients suivants 9,,9;, ... sont déterminés de proche 
en proche par récurrence. Après substitution, 9, ne figure dans le 
résultat que dans des termes de degré 7 — 1 au moins, et les termes 


en o,u"-! proviennent uniquement de 
? 
2C, sin VRu — 4C, sinVP. 


et le coefficient de 9,4"! est 2n(n — 3)C, sin V. En égalant à zéro le 
coefficient de #"=', on a donc une relation 


| an(n—3)C,sinVo, +...—0o (n24), 
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où les termes non écrits dépendent des coefficients 9; d’indice infé- 
rieur a 7. ' 


Il ne peut y avoir impossibilité pour le calcul de o,. — Nous savons, 
en effet, que l'équation (E,)admet une intégrale particulière contenant 
tous les éléments de la caractéristique double (20°), qui est aussi une 
intégrale de (E,). Cette intégrale est représentée aussi par une série 
de la forme (24), dont on peut déterminer les coefficients 0,93, ..., 
en substituant ce développement dans *. Dans le résultat de la sub- 
stitution, il y a un terme du premier degré en uw, qui est — 2 sin V,u; 
on doit donc prendre +, = 0. En égalant ensuite à zéro le coefficient 
de u?, on trouve qu’on doit prendre 


GC, cos8?vV 
(rh) a i v3 == A ein À 2 d 
les autres coefficients 9,, 9;, ... se déterminent ensuite de proche en 


proche sans aucune ambiguïté. 
Il y a donc une infinité de séries de la forme 


(2) = cos V de + u sin\ + 0,08 +... +@ouu" +..., 


dont tous les coefficients sont des fonctions holomorphes de + dans 
l'intervalle (— h, +h) et qui satisfait formellement à l'équation (10). 
La convergence de ces développements sera aussi établie plus loin 
pour une infinité de formes de la fonction 5,. Cette fonction a peut 
CG;cos? V 
3 sin \ 
la fonction représentée par la série (28) ne peut être une intégrale . 
de (E,). Si Pon remplace, dans #, = par ce développement, le résultat 
de la substitution commence par un terme en #?, 


’ 


être choisie arbitrairement, et si l'on ne la choisit pas égale à 


(201 ma (CG Cost \os 8. sit Vow uae iva, 


de sorte que % sannule avee u sans changer de signe. 

En résumé, l'équation (E,) admet une infinité d’intégrales holo- 
morphes ne vérifiant pas l'équation (E,) et renfermant tous les élé- 
ments de la caractéristique double (17). On a d’abord une intégrale 
isolée, pour laquelle # change de signe avec #, puis une famille d’in- 


ENS SENTE TT 
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tégrales dépendant d’une fonction arbitraire pour lesquelles # ne 
change pas de signe avec u. 


9. Considérons d'abord la première intégrale, dont le dévelop- 
pement commence par un terme du second degré en wu. D'après la 
relation (25), C?(1— p°) — q° change de signe avec wu. Supposons que 
l'on ait pris les nombres h et r assez petits pour que, dans le rec- 
tangle défini plus haut, # conserve le signe de son premier terme; 
nous admettrons encore, pour Préciser, que C; V’ est négatif dans l’in- 
tervalle (— h, +h), de sorte que # n’est positif que dan la partie du 
rectangle ( où w est positif. Cette partie peut seule fournir une nappe 
réelle de surface (2), dont l’élément linéaire est donné par la for- 
mule (8), telle que la coordonnée 3(u, «’) soit égale à l'intégrale (24). 
Nous allons, pour cela, reprendre les calculs aii n° 5, afin de déter- 
miner deux autres intégrales æ(u, +), y(u, ©) telles que 


dx? + dy? + dz? = du? + C?de?. 


Les premiers termes des développements de p, qg, a, b sont les 
suivants : 


p=sinV+29,u+..., g = cos \ + cos V.\'u +... 
a=\1— p?=cos\¥ — 29, tangVu-+. 
be BE = sin —| he. Sn eV let 
2 cos? \ 


1 
cest de la forme w’y, y étant une fonction réelle holomorphe dans «&R 
qui ne s’annule pas pour u =o et qu'on peut supposer positive pour 
u =o. Si l'on reprend le calcul du facteur intégrant ec, les for- 


mules (18) donnent pour ep OF des expressions de la forme suivante : 


Op A, Op. B 
0 


a ee 
du \ 4 


(30) 
\ 


A et B étant des fonctions régulières dans le rectangle «R. Le numé- 
Ob 


da 12 
-rateurAnes ‘annule pas p OUT = 0, car, —- 7, se réduit, pouru—0, 


20 
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à -- o, tang V. La condition d’intégrabilité des équations (30) 


OA 0B al 
an (Se — a )+ Ba 
prouve que B est de la forme wG, la fonction G(u, +) étant régulière 
dans le même domaine; u. est donné par l’intégration d’une différen- 
tielle totale 


du = ee du + Gy ude. 


yu 
et l’on peut prendre 
“ À: s 
(31) ' p= | — du =M(u.s)\". 
wi Ve 


H(u, +) étant aussi une fonction holomorphe dans &. Le facteur inte- 


grant e” est de la forme à + 3iyu, « et B étant des fonctions réelles et 
régulières dans ®. Le produit 


(a+ Bry u)|a du + bdv+7ty u ds | 
devant être une différentielle exacte d(x + cy), on a donc 


dr = ata du + bdv — Byu ds, 


dv=\ ul Gta du +bdv)+yade); 


De la premiere, on tire pour æ une fonction holomorphe dans &, 
tandis que l’on peut prendre pour y l’expression 


al 


= | apy udu, 


eu 


qui est de la forme 


(32) ve=utdbou.e), 


Cu, ) étant une fonction holomorphe dans le même domaine. 
En résumé, on peut associer à l'intégrale 3(u, v) deux autres inté- 
grales de (E, )x(u, +), y(u, ©) satisfaisant à la relation 


da? + dy? + d3* = du? + C? de®, 
l’une d'elles x(u,) étant holomorphe dans &, tandis que y(u,«) a 


ne expression de la forme (32) et n’est réelle que pour les valeurs 
positives de u. 
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10. La conclusion précédente suppose, toutefois, qu’on a établi la 
convergence de la série (24), d'où l’on est parti. Pour démontrer 
cette convergence, nous suivrons une marche inverse en démontrant 

: 3 
d’abord l’existence d’une intégrale de (E,) de la forme &4(u, ¢), la 
fonction Y(u, e) étant holomorphe dans le domaine de l’origine. On ne 
peut appliquer ici les théorèmes classiques d'existence, puisque cette 
intégrale n'est pas holomorphe dans le voisinage des valeurs u = « = 0 
et un artifice est nécessaire pour être ramené à la forme normale. 

Cette intégrale renferme tous les éléments de la multiplicité singu- 
lière (') MW, représentée par les équations 


(32) ib eg a Sas of Gy 


Les valeurs des dérivées secondes r, s,/ le long de ON, sont fournies 
par l’équation (10) et les relations 


dp=rdu+s de, dq =sdu + tde, 


qui donnent immédiatement s = ¢=o, tandis que l'équation (10) 
donne pour r une valeur infinie si C, n’est pas nul comme on l’a sup- 
posé. Il n’existe donc pas d’intégrale holomorphe renfermant tous les 
éléments de la multiplicité M,. On obtient une intégrale non holo- 
morphe satisfaisant à cette condition au moyen de la transformation 
d’Ampère 

\ =p Ne L=—:—pu. Te DT, 


d’où l’on tire inversement 
NÉE pee NE Li IN. Die Ne Je); 


La transformation prolongée donne les dérivées secondes 


S Bett ena oe | 
DE rpm ES PA ee See re 
$ , R 9 R’ 


(') J'appelle ainsi toute multiplicité d'éléments du premier ordre telle que l'équa- 
tion (10) jointe aux deux équations 
dp = r dr —+—s dy. dq =sdx--tudy, 
donne pour l’une au moins des dérivées du second ordre 7, s, ¢ une valeur infinie 


(voir plus loin. n° 25). 


302 E. GOURSAT. 


et l'équation (10) est remplacée par la suivante : 


oc ac 

(33) or [o%s — So] %0s 
FE GPL ne [OC (9) ol nn 
+{0 Fee Ci ie ; -[Sa+e( 5) Li AR 


dC 0C oC 
où l'on a remplacé u par — P et ¢ par Ydans C, +2, 5: >=. La multi- 


plicité M, est remplacée elle-même par une multiplicité d'éléments 
du premier ordre M, définie par les relations 


X 25 2e Ors es: 


La nouvelle équation (33) possède une intégrale holomorphe qui ren- 
ferme tous les éléments de M, car le coefficient de R est différent de 
zéro pour un élément de M; si C, n’est pas nul, ainsi qu'on le sup- 
pose. Si l'on développe cette intégrale suivant les puissances de X, le 
développement commence par un terme du (roisiéme degré 


(34) Z=,(Y)X*+ 


dont le premier coefficient D, n'est pas nul pour Y = 0, st V' n'est pas 
nul, ainsi que le prouve un calcul facile. Il est essentiel de remarquer 
que ce développement ne renferme que des puissances impaires de X. En 
effet, si l’on prend pour Z une fonction impaire de X, 


(39) Li D, X 3.4 D, X’ ARE Doi De D, Xit! 4 


Q, R, T sont aussi des fonctions impaires, tandis que P et S sont des . 
fonctions paires. Après la substitution dans le premier membre de 
l'équation (33), on n’aura que des termes de degré impair en X. On 
peut donc déterminer par identification un développement (35) satis- 
faisant formellement à l'équation (33), et ce développement est forcé- 
ment identique à celui de l'intégrale holomorphe qui commence par 
un terme en uw’. 


De la formule (35), on tire ensuite 


ua P= 30, X98 + 5@O,X' +... 
oy, PAS TOON EN OX: 


L'élimination de X et de Y = conduira à l'expression de 3 en u, +. 
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De la première des relations précédentes, on tire . 


1 
n? =X \/— 3®@, —5@,X? —_ = 0,X + c XI +... 


le second membre ne renfermant que des puissances impaires de X, 
etc,,¢;, ... étant des fonctions holomorphes de + dans le domaine 
de l’origine et réelles si ®, est négatif, dont la première n’est pas nulle 
pour 6 = o. Par inversion, on en déduira un développement de X sui- 


vant les puissances de u* ne renfermant que les puissances impaires (!) 


de’ 


LD En Rey EY, 


En remplaçant X par la série précédente dans l’expression de 3, 
on obtient le développement d’une intégrale non holomorphe de 
l'équation (33) 

(36) Te a= wl (P) 2 (ele... 4 Uae ute. .], 


bo, Vi, ..., Un, ... étant des fonctions holomorphes de + dans le 
voisinage de 6 = o, et la série étant convergente dans le domaine de 
l’origine, et ces fonctions étant réelles, si ®, est négatif, comme on 
peut le supposer. 


11. Si l’on remplace 3 par cette intégrale dans la forme quadratique 
du? + C? de? — dz? elle se décompose en deux facteurs linéaires 


[adu + (b +ie)del[adu + (tb —ic) de] 


et les formules générales du n° 5 montrent immédiatement que a, b, ¢ 
sont des fonctions réelles et régulières dans un certain domaine 
entourant la ligne uv = o, a et c n’étant pas nuls pour u = 0. Leraison- 
nement s'achève comme au n° 5; on peut adjoindre à l'intégrale (36) 


(1) Il suffit d’observer qu'une courbe représentée par une équation 
y= C,2 + Cars +... Con oerri—... (C, + 0) 


admet pour centre l’origine, et par suite, le développement de x ne renferme que des 
puissanees impaires de y. 


20% 
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deux intégrales holomorphes de l’équation (10) 


| c= 2X)(¥)+2,(")U+...; 


(37) lyr=y(e)+i(e)u +... 
telles que l’on ait identiquement 


(38) : dx? + dy? + dz*= du? + C'de*. 


La surface (2) représentée par les équations (36) et (37) admet 
bien l'élément linéaire donné. Le plan 3 — 0 est un plan de symétrie 
de cette surface, et la section par ce plan est une courbe plane [ 
représentée par les équations 


L—=T(P) otre 


De l'identité (38) on déduit, en égalant les coefficients de du?, du de, de? 
dans les deux membres, les relations 


Ti + yi, 2,4 + 1, Vy 0, (x)? +(%)?=1, Lori + Vey — V'. 
Des trois premières relations, on déduit que l’on a 


#,=— 5180, "4, == 608@, r= cos, Yo=— sin®. 


w étant une fonction de la variable +, et la dernière devient = V!. 


On a donc 
| pears V + [CU 


w, étant une constante arbitraire. La courbe I est donc représentée 
par les équations | 


a+ f cos ( V + w,) de, v=r+ f sin( V + w,) de; 
LL 0 


par une translation et une rotation convenable, on peut faire coincider 
cette courbe avec la courbe qui a pour équations 


(39) r= | cos V dy, “el. sin V de. 
0 0 


Ce sont précisément les équations d’une courbe plane dont l'arc est 
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, 


égal a¢, et dont le rayon de courbure est égal à o = _ c’est-à-dire 
1 


au rayon de courbure géodésique de la courbe uv =o sur une surface 
admettant l’élément linéaire (8). On sait en effet que cette courbe est 
complètement définie de forme et que les constantes dont elle dépend 
n'influent que sur la position. Quelle que soit la valeur de la cons- 
tante w,, les intégrales x et y admettent, l’une et l’autre, tous les 
éléments d'une caractéristique double ayant pour support ponctuel 
dans le plan (u, ¢) la courbe u — o, telle que 
Ox | 


: Ox : 
u=0, Fe —sin(V + wo), Fo —=C0S(V + a), af. cos(V+ ,)du+2,. 


Nous voyons en même temps, comme on l’a annoncé, que le choix de 
la constante qui figure dans V n’influe pas sur la forme de la surface 
obtenue (2), mais seulement sur la position de cette surface. 


12. Reprenons les notations primitives. L’ intégrale (32) n’est 
“ie pour les valeurs de wu voisines de zéro, que si u est positif, 
lorsque le produit C, V’ est négatif dans l’intervalle (— A, + h) comme 
on l'a supposé. A chaque point de cette région correspondent deux 
points symétriques par rapport au plan y = 0, et nous avons ainsi un 
autre exemple d’auto-application. On peut donner du résultat précédent 
un énoncé physique déja connu, mais dont on ne semble pas avoir 
bien pénétré jusqu'ici la signification analytique. Soient (2) une 
portion de surface admettant l'élément linéaire (8), C une ligne située 
sur cette portion de surface, qui n’est ni une ligne géodésique ni une 
ligne de courbure totale nulle, F une courbe plane dont le rayon de 
courbure en chaque point est égal au rayon de courbure géodésique 
de @ au point correspondant, quand on fait correspondre les points 
des deux courbes par égalité des arcs. On peut déformer la surface (2) 
ou du moins une portion assez voisine de C pour que cette courbe € 
vienne s'appliquer sur I’, chaque point de © venant coincider avec le 
point correspondant de I’, mais dans cette déformation il se produit 
une déchirure de la surface eo le long de la courbe €, de sorte que la 
déformation ne s’applique qu’à l’un Ae côtés de la surface (£) limité 
par la courbe € 


‘dan. Ec. Norm., (3), XLVI. — Ocrosre 1929. 39 
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Pour reconnaitre quelle est la portion de surface conservée dans la 
déformation il faut savoir la signification géométrique de l’inéga- 
lité C; Vu <o (n°9). Rappelons d’abord ce qu’on entend par région 
de convexité géodésique et région de concavité géodésique d’une 
portion de surface relativement à une courbe. Soit, sur une surface (2), 
un arc de courbe AB dont le rayon de courbure géodésique n’est ni 
nul ni infini en aucun de ses points. Soit I le centre de courbure 
géodésique de cet arc AB en un de ses points M. Le plan normal en M 
à cette courbe coupe la surface (£) suivant deux arcs Ma, M$ dont 
l’un Ma se projette sur le plan tangent en M du mème côté que le 
point I, tandis que l'arc MB se projette sur le prolongement de IM 
au delà de M. Lorsque le point M décrit l'arc AB, ces deux arcs Ma, M3 
engendrent respectivement deux portions de la surface (2) voisines 
de l’arc AB, dont l’une (engendrée par Ma) est dite région de concavité 
géodésique, relativement a l’arc AB, tandis que la portion de surface 
engendrée par MB est la région de convexité géodésique. 

Reprenons le rectangle ® défini plus haut (n° 8) qui entoure un 
segment de l’axe u —o dans le plan (uw, +) et proposons-nous de 
reconnaitre quelle est la portion de ce rectangle qui correspond à la 
région de convexité géodésique sur une surface (Z) admettant l'élément 
linéaire (8), relativement à la courbe u = o. Prenons pour origine un 
point M de (X) sur la ligne uw = 0, pour axe des 3 la normale, pour axe 
des x la tangente à la courbe 6 =o, et pour axe des y la perpen- 
diculaire à l'axe ow, la direction étant choisie de telle façon que y soit 
positif pour les valeurs positives de wu voisines de zéro. Avec ce système 
(axes, on a, à l'origine des coordonnées, 


EP dx dy dy Os Oz 
~— == 0, ; — —=1, — — 0, ; 0 Se 
du de du de ou dv 


. (Oa? . 0x 02 (Ox \? 
Ss. S SEE ter Sr spa 
(5) ! du ov” s() pré à 
on déduit aisé t ae le Aa Ur 7 1h 
aisément, pour u = 0, la relation = \’. D'autre part, 
er 


ordonnée du centre de courbure à l'origine de la projection sur le 


— 


; d 
Le 
F 
+ 


“ 


D PS Eu 


7 
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plan des æy de la courbe u — o a pour expression 


On aura donc Y>o si V’ est négatif et inversement. En d’autres 
termes, si V’ est positif, la région de convexité géodésique correspond 
à la région # >o du plan (w, «) et la région de concavité géodésique 
à la région # <o. Ce sera Vinverse si V'<o. Cela posé, l’inéga- 
lité C, V'u <0 est équivalente à l'inégalité KV'u > 0, K désignant la 
courbure totale en un point de la ligne wu =o, Supposons la région R 
assez petite pour que la courbure totale ne change pas de signe dans 
cette région. La discussion de l'inégalité précédente se fait aisément, 
et l’on arrive à cette conclusion que l’on a C, V'u < o dans la région de 
convexité géodésique st la courbure totale est positive, et dans la région 
de concavité géodésique si la courbure totale est négative. 

Telle est, dans chaque cas, la région voisine de la ligne u — 0, qui 
est conservée dans la déformation ('). RUE 

Un exemple de cette déformation avait déjà été signalé par 
Darboux (? ) pour les surfaces de révolution. La surface (2) représentée 
par les équations 


U 2 ee i [re 
BA th? == — COS (ip), v(u,e)=—sin(c,), ee noe du, 
c 7, hs ec? 


1 À 
ou U est une fonction de la seule variable u 
= L + CU HOQUÈHe., 
les coefficients c, et c, étant différents de zéro, est une surface de 
révolution pour laquelle ona ds? = du* + U* de’, et la ligne uv = oest un 


parallèle de rebroussement. Les intégrales .r(u,«) et s(u, °) renferment 
tous les éléments d’une caractéristique double. Par exemple s(u, +) 


(1) Voir le fascicule XXXI du Mémerial des Sciences mathématiques. par 
M. B. Gambier ( Applicabilité des surfaces au point de vue fini. p. 13 et suiv.). 
(2) Lecons sur la théorie des surfaces, 1. I, 2° édition, p.93 et suiv. 
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contient tous les éléments de la caractéristique double 


sa; pcos(c,v), qg——sin(c ve), © 3 


13. Considérons maintenant une intégrale de l'équation représentée 


C, cos’ V 
par un développement (78) où 9; est différent de ea , etadmettons 


encore la convergence de cette série dans un rectangle ® de dimensions 
assez petites autour de la droite u—o. On peut supposer ces 
dimensions assez petites pour que # conserve un signe constant 
dans &, celui de(C,cos V — 3 sin V 9, )u? et, pour avoir une surface (2) 


Sel en. 


réelle il est nécessaire de prendre pour 9, une fonction telle que le 


coefficient de u? soit positif. Cette condition étant supposée remplie 
& est nul pour u = 0, mais reste positif pour les valeurs de u voisines 


de zéro, et cela conduit à des conclusions tout à fait différentes de celles . 


des saceranhes précédents. 
Quand on décompose la forme quadratique du? + C? dv? — ds? en 
deux facteurs linéaires, on obtient pour a, b, c des séries 


a — cos V +... b=— sinV —sinVV'u+..., c= y,u+... 


à coefficients réels, tous les termes non écrits étant au moins du 


second degré en u, et le coefficient y, n’étant pas nul; “= — = est 
divisible par w et les formules (18) donnent pour ae _ des fonctions 


régulières dans le domaine de l’origine. Il en sera donc de même de u, 
et par conséquent on peut adjoindre à l’intégrale holomorphe 3(u, +) 
de l'équation (to) deux autres intégrales holomorphes æ(u, 6), y(u,v), 


telles que l’on ait 
de? dy? + ds= du -+ C?dr?. 


La surface (2) ne présente aucune singularité le long de la courbe F 

de cette surface qui correspond à la droite 4 = 0, mais le plan tangent 

a cette surface en un point quelconque de V est parallèle à l'axe os. 
En effet, on a d'après l’identité de Lagrange 


EE 5 Diy. s)]? D(s,x)}° L 
FR + TNT Sr COR + | SSE oe ees ORE 
Dow e) Du. e) Diu. er) 


CAS LT Un 
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ce qui prouve que les trois jacobiens ne peuvent être nuls à la fois 
pour w = 0. D'autre part, en égalant les discriminants des deux formes 
quadratiques dx? + dy”, du? + C?dv? — ds*, on obtient l'identité 


A D rrr y 2 , 


D(a, y) 
D(u, ¢) 


bien parallèle : à oz en tous points de la eae a= 0. 

Inversement, soit (2) une surface dont l’élément linéaire est donné 
par la formule ds? = du? + C?de° et soit I la courbe de contact du 
cylindre circonscrit ayant ses génératrices parallèles à oz. En tout 
“D(a, a 
D(u, 9) 


ce qui montre que ——-— est nul pour uw = o. Le plan tangent est donc 


point de cette courbe on a =—— 


tité (40), 


210 pt par suite, d’après l’iden- 


nr 
et cela prouve, ae les raisonnements du n° 5, que la suite des 


valeurs de uw = le long de I forme une caractéristique double 


ind 
7 ah dé ¥ 
de (E,). On pouvait done prévoir a priort que les caractéristiques 
doubles interviennent dans la solution du problème suivant : Dé former. 
une surface (X) de façon qu'une courbe donnée (I) de cette surface 
devtenne la courbe de contact d’un cylindre circonscrit à la nouvelle sur- 


face ('). 


14. Il est aisé de ramener ce problème au probleme classique 
de Cauchy. Soit en effet (2’) la surface déformée circonscrite à un 


(') D’une façon générale l’angle 0 que fait avec oz la normale à la surface (=) 
déduite de l’intégrale z(u, +) de l'équation (10) est donné par la formule 


cos? 0 = a [ C2(1— p?)— q?]. 


Cet angle sera constant tout le long-de la courbe u = 0, si les valeurs initiales p,( ©), 


See OS 0S 
qu(v) des dérivées a 2 5 PORE M0 vérifient une relation de la forme pj + gj = m’. 
u 
m étant une constante dont la valeur absolue est plus petite que l’unité. La détermi- 
nation des surfaces (=) satisfaisant à cette condition se ramène encore au problème 
classique; il suffit de remplacer dans le raisonnement du texte, le cylindre € par une 


surface développable dont le plan tangent fait un angle constant avec 03. 
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cylindre € ele long d’une courbe (I”) sur tapes vient s'appliquer la 
courbe (I) après la déformation. Le cylindre € étant choisi arbitraire- 
ment, la ‘courbe (I”)-est déterminée par les conditions du problème. 
En effet, les courbures géodésiques des deux courbes (T°) et (I) 
doivent être égales aux points correspondants. Si l’on développe la 
surface du cylindre € sur un plan, la courbe (1) devient une courbe 
plane y dont le rayon de courbure est égal au rayon de courbure 
géodésique de (T°), si l’on fait correspondre ces deux courbes par 
égalité des arcs. Cette courbe y est donc déterminée de forme, et l'on 
CEA la courbe (I) en enroulant le plan dé la courbe y sur la sur- 
face du cylindre €. On est ainsi ramené au problème classique : 
déformer une ee ©) de façon qu’une courbe donnée F de cette 
surface vienne s'appliquer sur une autre courbe (I’), la correspondance 
entre les points des deux courbes étant donnée, de facon à conserver 
les longueurs des arcs. 

I] n’y aurait d’impossibilité que si la courbure géodésique de (I’) 
était égale à sa courbure. Il faudrait pour cela que le cylindre se 
réduise à un plan. C’est précisément le cas traité d'abord, qui se pré- 
sente ainsi comme un cas singulier du problème général. 

Nous voyons donc que l’on peut choisir d'une infinité de façons la 
fonction #,() de façon que le développement (28) soit convergent. 


III. 


15. Supposons V'£ 0, C, — 0; la courbe u = 0 est, sur une surface 
admettant l'élément linéaire (8), une ligne de courbure totale nulle, 
sans être une ligne géodésique. Pour plus de généralité, supposons 
que le premier des coefficients C; qui n’est pas nul est C,,(m23), de 
sorte que le développement de C est de la forme 


Bite * 7 : ‘ 
Cosi ue V+ Curie Ce cer se 


Les autres hypothèses du n° 8 étant conservées, la formule (23) 
donne 9, = 0, de sorte que le développement de Z commence par un 
terme du troisième degré au moins. 

Nous aurons besoin, pour la suite des calculs, de connaitre un 
certain nombre de coefficients dans l'équation (21). Dans le coefficient 
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de R, le terme du moindre degré en w est mC,,sin Vu”, et l’on peut 


écrire ce terme 
RU V'P + mC,, sin Vie). 1, 


les termes non écrits étant divisibles par l’un des facteurs uP, uQ, u”'; 
le terme en S est de même 


aS[V7O + mC,,cosVam'+... JE \ 


À 


les termes non écrits étant divisibles par l’un des facteurs uQ, wu”. 
Enfin l’ensemble des termes indépendants des dérivées R, S, T est 
égal à 
— 2m (im —1)Cysin VP u"—* —am(m — 1)C,,cosVQu"2+ ... 


les autres termes étant divisibles par l’un des facteurs uv”! P, u’’Q, P?, Q? 
ou étant indépendants de P et de Q. Un calcul direct prouve que ces 
derniers termes sont de degré 22— 2 au moins en u, mais on peut 
l’établir plus rapidement de la facon suivante. L’équation (E,) admet 
une intégrale particulière admettant tous les éléments de la multipli- 
cité ON, 


1 | cos \ de + sinV uw + ou + ou +... 
et l’on peut déterminer les coefficients 9; en substituant ce dévelop- 
pement dans #, et en écrivant que le résultat est identiquement nul. 
On trouve ainsi que cette série commence par un terme de degré m +1, 


où 
(Cr COS 


-G 


oe a = er À 
D 0 RE Om = 0, On 0; Ont — 


T(m+isin\ 


La fonction 


est aussi une intégrale de l'équation (21). Si l’on substitue cette 
intégrale dans le premier membre de l'équation, tous les termes qui 
dépendent des dérivées de Z sont de degré 2m — 2 au moins en uw. 
Les coefficients de u, u?, ... u?"+, et le terme indépendant de u dans le 
premier membre de l'équation (21) sont done identiquement nuls. 

Cela posé, si l’on substitue dans l'équation au développement de la 


forme 
Wit ges 


quo He. 
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le coefficient de wu? dans le résultat est 189,(V'o,—C;sinV). On doit 
donc prendre 9, = 0, ou 9; = a SiC, = 0, on a forcément 9; = 0, 
et le développement de Z commence par un terme du quatrième degré 


au moins. En substituant le développement 


Z=0,u'+ ou +.... 


on voit de mème que le coefficient de «* dans le résultat de la substi- 
tution est égal a | 
48o,[ V'o,—C,sinV |: 


on doit donc prendre pour +, une des valeurs 
C,sin \ 

9,— 0, 2, — rey ek F 
Si C, = 0, on a forcément ©, = o, et le développement commence par 
un terme du cinquiéme degré au moins. En continuant ainsi, on voit 
que si les coefficients C,,C;, ...,C,,_, sonttous nuls, C,, étant différent 
de zéro, le développement de Z commence par un terme de degré m au 
moins, et le coefficient 9,, peut avoir une des deux valeurs 


C,, sin V 
Rin = V’ ? 9m — 0. 


16. Cherchons d’abord un développement 
3 z C,, sin V 
( jt) VA Rs vas ue + L PAL ie ee 9 AE 
satisfaisant formellement à l'équation (21). Après la substitution, tous 
les termes qui dépendent de 9,,,,, sont au moins de degré 2m + n — 3 
et la partie du coeffieient de 4°” * qui dépend de 9,,,, est égale à 


m(m 1)(m+n)NV'onquin+ mm + n)(m + n —1)\ ‘Pin Prési 
(m+ n)(m +n —1) Cy sin V Onn 


cam{(m-3)(m+n)C,sin Von 
ou, en remplaçant 9,,V’ par C,,sinV, 


Cmsin V[m(m —1)(m+n)+ a9m( m+ n)(m+n—1) 


— 2m —1)(m +N) Omen 
=m(m + n)(m+ an —1)C, sin Vo... 
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Le coefficient de ©... n'est jamais nul, quel que soit », et en écrivant 


_que le résultat de la substitution est identiquement nul, on détermine 


de proche en proche, sans aucune ambiguïté, tous les coefficients ®,.,, 
Dns2, . . . En substituant la série ainsi obtenue dans 


F—C(1— p*)— 4}, 


le résultat ordonné suivant les puissances de 4 commence par un terme 


de degré m — 1 
C,,sin? \ 


V2 


—2msinVo,,.u"—'=— 2m uit 
qui donne son signe à # pour les valeurs de # voisines de zéro. Deux 
cas sont à distinguer suivant la parité de m. 

Si m est pair,  — 1 est impair, et # n’est positif que pour les valeurs 
de u telles que C,, V’u soit négatif. 

Si mest pair, # est toujours du signe de - C,,\’ pour les valeurs 
de uw voisines de zéro. Ces valeurs dew ne peuvent fournir une portion 
de surface réelle (Z) que lorsque C,, V’ est négatif. 


17. Supposons que l’on puisse donner à « des valeurs telles que F 
soit positif dans le voisinage de uw =o. Pour trouver les autres inté- 
grales de l’équation (10) telles que dx' + dy?+ ds = du? + Cad”, 
reprenons encore les calculs du n° 5. On a, dans ce cas, © 

pets A2nt 9,0" A; 
qg=cosV(i+u V' yee hg a 07 
CS Vi p= cos\ — m tang Vo,u”t-! Ghee ig 


pee ee eh (gy yo rt 
Jip cos? \ 


= 2mCm 
CE. jeans ami ama: 


les termes non écrits dans cette dernière série contenant « en facteur. 
Nous supposerons que C,,V’ est négatif, de sorte que c sera réel pour 
les valeurs positives de u, sim est pair, et quel que soit le signe de « 
si m est impair. 

D'après les valeurs de a et de 6, oa ae os est divisible par wu’? de 


yet ae 
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sorte que l’on a : . 
Op. — 
i wi iad | 
(42) , du 


H étant une fonction holomorphe ne s’annulant pas pour vu =o. 


On a ensuite 
Oc ’ (5 Se) 
OP RTE ai 
opafl É du à du ov 


Ov ac 


Des expressions précédentes de a, b, c, on déduit que le numérateur 


de 2 est divisible par w"~', de sorte que = est de la forme 
ov os 


IL, étant une fonction holomorphe. Les formules (42) et(43) donnent 
pour & une expression telle que 


UT 


(44) Last ALK; HS 


où K(u, c)est holomorphe dans le voisinage de l’origine, et n'est pas 
nul pour uw =o. 


Pour achever la discussion, nous distinguerons deux cas, suivant 
m 


Sor, . . —f . . 
la parité de m. Si m est pair, est impair, et l’on a 
2 


m— | 
—— 


e“/—cosp +isinp—a+isu * , 


et 3 étant des fonctions holomorphes qui ne sont pas nulles pour u =o. 
De l'identité 
d(a + ty)=e“Ladu + (b + et) dv}, 
on tire 
m4 
dx=aladu+bdv)—Bu ? ede, 
m i 


(is ou 2 tadu + bdv)+acde: 
d'après la valeur de c, ces formules peuvent s'écrire 


dr = \dui LB Ar, 
m | 


dy aau WAG ayer. 
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A, B, C, D étant holomorphes dans le voisinage de uw = 0, et C n'étant 


pas nul pourw =o. On en déduira comme plus haut les expressions 
suivantes dexetdey : 


\ EH, Pdf) ei (ON +, a x, (Pee 


mn + | 
2 


nat, py)? [f(r) +, (pu +. ..+ Bale jure... ||; 


æ(u, ¢) est holomorphe, tandis que y(u, «) contient en facteur une 


+1 


puissance fractionnaire de u,v * . Les conclusions sont les mêmes 
que celles qui ont été développées au n° 11. La courbe uw = o dela sur- 
face obtenue (£) est une courbe plane (T°) dont le rayon de courbure. 
est égal au rayon de courbure géodésique de la courbe u = o sur toute 
autre surface admettant le même élément linéaire. La surface (2) se 
compose encore de deux nappes symétriques par rapport au plan de 
la courbe (I’) et tangentes à ce plan tout le long de (T) qui est une 
courbe de rebroussement. 

Les conclusions sont différentes si est impair, m = 2/ + 1, en sup- 
posant C,, V’ négatif. On obtient pour e*! une expression 


ebi= à + (Bu, 
a et 8 étant des fonctions holomorphes réelles, et l’on en déduit encore 
; . à et aul 4 
pour x et y des expressions de la forme (45), où —— doit être rem- 
placée paru". 
Pour uw =o, on obtient encore la courbe plane (1°) définie tout à 
l'heure, et la surface (©) est tangente au plan de cette courbe tout le 


long de (T°) qui n’est plus une courbe de rebroussement. Le plan tan- 


> v + INT 
gent ne traverse pas la surface (%) si 


est pair, et traverse la sur- 


LL on a 


face tout le long de (F°) si est impair. 


On peut encore énoncer le résultat comme il suit. Étant donnée sur 
une surface une ligne £ de courbure totale nulle, non géodésique, si 
l’on veut déformer cette surface de façon que © vienne s'appliquer sur 
une courbe plane dont le rayon de courbure est égal au rayon de cour- 
bure géodésique de #, & se produira nécessairement une déchirure le 
long de la ligne &, si la courbure totale de la surface ne change pas de 
signe quand on traverse la ligne #. Cette courbure totale esten effet du 


et 
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signe de — C,, lorsque m est pair. Il ne se produira pas de déchirure 
le long de © si la courbure totale change de signe quand on traverse 
la ligne @, pourvu que cette déformation soit possible. 

Pour avoir un énoncé plus précis, il est nécessaire de connaitre le 
signe des valeurs de w voisines de zéro, pour lesquelles on a 


RU VE ; 
CN a ER 


pour ces valeurs de w, la courbure totale-K a le signe de — C,,u”"?, et 
l'inégalité précédente est équivalente à KV'u > 0. Sim est pair, K con- 
serve un signe constant dans le voisinage de la ligne # = o, et la conclu- 
sion est identique à celle qui a été formulée plus haut. Mais si m est 
impair K change de signe avec uw, de sorte que le produit KY’ u conserve 
un signe constant pour les valeurs de uw voisines de zéro. Pour que 
l'inégalité soit vérifiée, il faut que le signe de Kw soit le même que 
celui de V’ et, en examinant tous les cas possibles, on voit sans peine 
que la déformation n’est possible que lorsque la courbure totale est 
positive dans la région de convexité géodésique, ou négative dans la région 
de concavité géodésique. Le résultat est bien d'accord avec celui qui a 
été établi plus haut. 


Exemple. — Supposons que C se réduise à une fonction U de la 
seule variable « 


Ur Chase Chr (CG Gust ot, 


les coefficients C; étant des constantes. Les formules (page 307 ) 


ue U cos(G,#) _. Usin(G, e) Hin de thy 
‘ Peer , 2 — Go 3 J Fe air os 


représentent une surface de révolution pour laquelle ds? = du? + U? de, 


119 
4m 


U 

€ commence par le terme — 2 ut, 
. . ‘ ; 

Si mest pair, le parallèle # =o sera un parallèle de rebroussement. 
Stim est impair, m= 22+ 1, y ne sera réel que si C,C,, est négatif. 
Lorsque cette condition est satisfaite, le développement de y commence 
par un terme en a’, qui change de signe avec w-si/ est impair, et ne 
change pas de signe si l'est pair. Tout ceci est bien d'accord avec les 
conclusions générales. 


Le développement de 1 — 
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Remarque. — L'intégrale y(u, +), qu'elle soit holomorphe ou non, 
renferme tous les éléments de la caractéristique double 


LOO, —— — 0, ~ =0, 405 


. 5 , , 3 4 = 1] 4 dC . 
dont les éléments vérifient la relation Te — © (note de la page 293). 


On voit que ces caractéristiques doubles interviennent aussi dans le 
problème en question. 


18. Supposons maintenant ¢,,= 0, et cherchons un développement 


/ y as 
(49) = Dre OPN, SE Omg UEP A es 


satisfaisant formellement à l’équation (21). Après substitution, les 
termes de moindre degré qui dépendent de 9,,, sont de degré 
2m + n— 3, et la partie qui dépend de o,,,, est égale à 


mm nai En —1) Cy sin Vo, uns 
— 2m(m—1)(m+ n)C,, sin VO;,4,0 


=m(m+n)[n —(m—1)]C,, sin Vom nt, 


En égalant à zéro le coefficient de #?”*"-#, ona une relation de la forme 


m(m—+n)f[n—(m —1)1C,sin\Vomint...—0, 


les termes non écrits dépendant des coefficients C; et des fonctions 
Durs --+, d'indice inférieur à »#+n. Tous ces coefficients sont 
déterminés jusqu’à 2,,,-, qui est indéterminé, puisque, comme on l'a 
remarqué, il ne peut y avoir impossibilité. Une fois 3, , choisi, les 
coefficients suivants 9,,, Gaui, ... se calculent sans ambiguité. Il y 
a donc une infinité de développements de la forme (46) satisfaisant 
formellement à l'équation (21). Les coefficients 2,,,,, ...,2,,., sont 
déterminés d’une facon univoque, tandis que le coefficient 2,, ; peut 
ètre pris à volonté. . 

Substituons ce développement (46) dans & = (? (1 — p*)—q’. 
Les termes dont les coefficients dépendent seulement de 


Donne 


a 
Gineyy eres 


seulement disparaissent puisque ces coefficients sont les mémes que 
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pour l'intégrale de (E, ) qui a un développement de la mème forme. Le 
terme du plus bas degré dont le coefficient n’est pas nul identique- 
ment est donc le premier terme où figure 2.,_,. Ce terme, on le voit 
aisément en écrivant l'expression de #, est de degré 2m—2, et le 
coefficient de 4°”? est 


— 2(2m—1)sin Vo,» + ©, 


w dépendant des coefficients précédents DIM OPE OM prend 
pour 9,,,-, la valeur qui annule ce coefficient, on retrouve forcément 
l'intégrale de (E,). Mais si l’on prend pour 9,,,, une fonction telle 
que w — 2(2m —1)sinVo,,, soit positif, on voit que Æ sera positif 
pour les valeurs de w voisines de zéro. Le calcul s'achève comme 
au n° 13; on obtient les valeurs de a, b, c en changeant m en m+1 
dans les formules de la page 313, ce qui donne 


a cos V —(m-+1) tang Vo, ,,u"+..., 


( met VO m+ 


b=—sinV(1+uV')— 
cos? \ 


i 


CLR Y; 


y étant une fonction régulière qui n’est pas nulle pour # = o. Dans ce 

Ob Oa du O 
Oe ea adi a — des 
fonctions régulières. On en déduit aussi pour : et par suite pour a et y 
des fonctions réguliéres. La conclusion est laméme que celle qui a été 
développée au n° 13. La courbe uw =o est sur la surface correspon- 
dante (£) la courbe de contact d'un cylindre circonserit. 


est divisible par #”-', et l'on obtient pour 


IV. 


19. Soit V'— 0; la ligne uw = o est une géodésique sur toute surface 
admettant l'élément linéaire (8). Le développement de C ne contient 
pas de terme du premier degré en u 


LA " ~ + 
(67) Ges Cte CURIEUX (m2>2) 


et les équations générales des caractéristiques doubles pour les- 
quelles w = 0 sont alors 


; i 
(48) ES 0) p=sinw, Y = COS 6), r= COSsW + 55, 
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w et 3, étant deux constantes arbitraires. Nous examinerons d’abord 
le cas où © = 0, et en négligeant la constante de translation 3,, on a la 
caractéristique double JI, représentée par les équations 


ee u=p=0, g=1, 3=6, 


qui est aussi une caractéristique pour l’équation du premier ordre (E,). 
Toute intégrale holomorphe de l'équation (10) qui contient tous les 
éléments de M, est représentée par un développement 


(50) B= 0+ 0,( HHO +... + pr) +... 


l'équation (23) qui détermine le coefficient 9, se réduit à une identité. 
En procédant par identification, on voit aisément que les coefficients 
successifs 9, 93, ..., Qu, ... sont déterminés par des équations diffé- 
rentielles du second ordre. Nous allons montrer d’abord que l’on peut, 
et d’une infinité de manières, choisir les constantes arbitraires dont 
dépendent ces coefficients, de facon que la série (50) soit convergente 
dans un rectangle ® renfermant un segment de la ligne u =o. 
En posant 


s=n+ Z, ona B= Ph geet 0) rhe so tT, 


et l'équation (10 ) devient 


oc, aC | ac 
: CRT Se ssa ges Paice O) 28 
(51) C( RT —S?*) + LE Bes Le Q) |B 20 21+ QO) a 
0? OS oC 2 
— = )? 20) 
TP | Ou a(S) ite es? 
C Pe 0 La ELOG\E 4 
Bae Orr he Gott yk 


Soit C,, le premier coefficient C; qui n’est pas nul. Le terme indépen- 
dant des dérivées de Z est égal à 
+ PDG 00) 
(CG? — 1 Cae 
PIE Ou, 

et son développement commence par un terme de degré, 2m — 2, et 
de degré 3, sim — 2. Les coefficients de P?et de Q°+ 2Q ontdes déve- 
loppements qui commencent par des termes de degré m — 2. 
PRE 
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D'après le théorème fondamental d'existence, de Cauchy, l’équa- 


tion (51) admet une infinité d’intégrales holomorphes dans le domaine 


de l’origine (u =» =o), représentées par des séries entières en ¢ 
(52) Z=U,-+ U6 a . + Diet. 


ou U,, U,, ..., U,, ... sont des fonctions holomorphes de u dans le 
domaine du point v=o, et dont les deux premières peuvent être 
choisies arbitrairement pourvu que U”(o) ne soit pas nul. En effet, si 
l’on résout l'équation (51) par rapport a T, le coefficient de T se réduit 
à U"(o) pour u =v =o. 

Parmi ces intégrales, il en existe une infinité où tous les coeffi- 
cients U,, U,, ..., U,, ... sont divisibles par u?. D'une façon plus 
générale, soit C,, le premier des coefficients C; qui n’est pas nul 
(m22); stv est un nombre entier au moins égal à 2 et au plus égal à m, 
l'équation (51) admet une infinité d'intégrales de la forme Z= u'Z'(u, +), 
où Z'(u, ¢) est une fonction holomorphe dans le domaine de l'origine. 

Posons en effet Z = u’Z’, en désignant par Z’ la nouvelle fonction 
inconnue. Des formules de transformation 


P= Ryu AR (== Lane T = 0 T", 


Re WR =e a9 PY v0 — 1) 7," Sas Se wwe. 


on tire 
RT = u?—*[ uw? R! + ave P’+ viv—1)Z']T". 


Sa lu 0 4000 OS at STE 


RT — S* est done divisible par vu?” ?. On voit de même qu’en substi- 
tuant les expressions précédentes de P, Q, R, S dans le premier 
membre de l'équation (51) tous les termes obtenus sont divisibles 
paru?’*. Il en est de même du terme indépendant, puisque ce terme 
contient en facteur #°"—?, et par hypothèse m2 y. Après la suppression 
du facteur 4?’ ?, il reste une équation du second ordre où le coefficient 
de T’ est 
[viv—1)Z’ + ava P'+ a? R’‘]. 


Cette équation admet une infinité d’intégrales holomorphes dans le 
domaine de l’origine 


CARE PL UE PAL BL RZ es 


3 
>.- 
r 
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Ly, Li, :.., Li, ... étant des fonctions holomorphes de u dont on peut 
choisir les deux premiéres arbitrairement, pourvu que Z,(o) ne soit 
pas nul. Il est clair que toutes les intégrales 3 = 6 + w’Z!(u, ©) con- 
tiennent tous les éléments de la caractéristique double (49). 

Si en particulier on prend » = 2, ce qu'on peut toujours faire quel 
que soit m, on obtient une intégrale représentée par une série (52) où 
tous les coefficients U; sont divisibles par u°. Comme la connaissance 
des deux premiers coefficients U, et U, entraine celle de tous les 
autres, il résulte aussi de la démonstration précédente que si l’on 
prend pour U, et U, deux séries entières en # commençant par un 
terme en w?, il en sera de même de toutes les séries U,, ..., U,; ce 
qu'il serait facile de vérifier directement. 


20. Si l’on ordonne la série (52) suivant les puissances de wv, on 
obtient pour = un développement de la forme (50), où les fonctions o;(r) 
sont holomorphes dans le domaine de l’origine et qui est convergent 
dans un rectangle R entourant un segment de la droite uo. Ces 
fonctions 9,(¢) sont développables en séries entières 


(5) DE) = di + ah PH. Eat. a Nes ie 7) 

où l’on peut choisir arbitrairement (sous des conditions qui seront 
indiquées tout à l'heure) le terme constant «! et le coefficient a! de +. 
Les deux séries 
(94) 


(ror urs oh Hehe tag a tse 


Poteet ate... alata... 


sont identiques respectivement aux fonctions U,, U,, et par conséquent 
les coefficients «!, x! doivent être pris de facon que les deux séries 
entières (54) aient un rayon de convergence différent de zéro, x, 
n'étant pas nul. Il résulte de la démonstration précédente que la con- 
naissance de ces coefficients x, x permet de déterminer tous les 
autres coefficients, 4,(A>>1). On peut le vérilier en substituant 
directement la série (50) dans le premier membre de l'équation (51) et 
égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de wv. En égalant 
à zéro le coefficient de u?, on voit que 2.,(+) doit être une intégrale de 
l'équation différentielle 

(55) DaDn — 2194 PP 209 — Gs92— 0, 
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et cette intégrale est bien déterminée si l’on connait les deux premiers 
coefficients du développement «2, a}, pourvu que x, ne soit pas nul. 
Connaissant 9.(«), les coefficients suivants Da(P)pieees ne), ... se 
déterminent de proche en proche par des équations différentielles du 
second ordre, où le coefficient de la dérivée seconde est égal, à un 
facteur constant près, à #,(v). Ces fonctions sont donc déterminées si 
l’on connait les valeurs initiales 9,,(0), 9/,(0), satisfaisant aux condi- 
tions qui ont été expliquées. 

Soit z(u, °) une intégrale de l'équation (10) représentée par une 
série de cette espèce. Pour que de cette intégrale on puisse déduire 
une surface (2) réelle dans le voisinage de la ligne vu = 0, il faut que 
dans ce voisinage cette intégrale vérifie les conditions 


(56) 1—p°>0, TES C(i—-p)—q>o; 
d’après l'expression de s, on a 


I— p—=1—4ou+..., 


C— g?=2(GQ,—9,)u?+.. 
Cp) =fi+eGu+. Tr ioie+...]—[1+ 9,024... 
=[2C,-- 403 — 20,102 +... 


les termes non écrits élant d'un degré supérieur au second en w. La 
condition 1 — p?>o est certainement vérifiée pour les valeurs de wu 
voisines de zéro. Quant aux deux autres, elles peuvent s’écrire 


NOM, ec, I(K—2)oiu+...>0o, 


en remarquant que l'équation (55) admet l'intégrale première 


(97) C,— 9, =h 9}, 


où K est une constante arbitraire. Il suffira done de prendre pour gs 
une intégrale de l'équation (57), où la constante K est supérieure à 2 
pour que les conditions (56) soient vérifiées dans le domaine de l'ori- 
gine. Remarquons de plus que C?(1— p?) — g? s’annule avec w, mais 
sans changer de signe. La forme quadratique du? + C? de? — dz? se 
décompose alors en un produit de deux formes linéaires 


La du + (b+ ci) dv La du + (b.— ci) dv}, 
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où l’on a 
NI pr — agp... 
aa EL! = PHRASE TES 
== PT — 12 ae Yo, Ws 
vl — p? \l— p 
Creme). SUR our 
Ce Ep" À 2) Pal ers TE 
NE \I—p? 


À 
H étant une fonction régulière qui n’est pas nulle pour u = o. Dans ce 
db da 


pis n’est pas nul pour u — 0, et les formules (18) donnent 
our 2", % des expressi 

pour 5,» ~- des expressions 

(98) Bila Cia) 


gu Aie ou. 
où A et B sont des fonctions régulières dans la région considérée et 
où A n'est pas nul pour w — 0. La condition d’intégrabilité 


I On wt Ob B 


RO OT ue? 


. prouve que B est de la forme wG, G étant aussi une fonction régulière, 
et les formules (58) deviennent 


D Op. A Op. = 
= — = G. 
mo) Ou ie Ov ; 
Soient 
A—a(s)+a(r)u+...+an(r)u" +... 
G—=g(r)+g(siu LEA ROULE, A 


la condition d’intégrabilité des équations (59) conduit aux relations 
elie) Ss dense Gars er ep): 
On a par suite pour u(u, “) une expression de la forme 
p= a,Log(|u|)4- flu, 6), 


a, étant une constante et £(u, «) une fonction régulière dans le voisi- 
nage de u = 0. 


La constante a, est différente de zéro. — En effet, pour qu'elle fa: 


; : Ob 0 a ; E 
nulle, il faudrait que ee 5 fut divisible par w, ce qui n’a pas lieu 
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comme on l’a déjà remarqué. On peut vérifier aussi que le coefficient 


de = dans est indépendant de r. En effet le développement dec com- 


du 
mence par un terme du premier degré en u, V2(k — 2)22u, tandis que 
: h Ob da , x : 
le terme indépendant de # dans TV est égal à — 29,. On a donc 
nr Ole ¢ s : — 9 
pour le résidu de relatif au pôle w = ola valeur constante ———— : 
ou \2(K— 2) 


Connaissant p(w, ¢), les deux autres fonctions æ(u, 6), y(u, ©), 
qu'il faut adjoindre à l'intégrale s(u, ¢), sont données par l'intégration 
des équations aux différentielles totales 


dx = a cosp. du + (bcosp — c sin) de, 


dy = a sinp du + (b sinp + « cosy) dr. 


On peut prendre par exemp'e, en négligeant des constantes additives, 
et remarquant que b etc sont nuls pour u — 0, 


alt alt 
(60) | a cos du, = [ asinp. du; 
baal |) 0 


lorsque uw tend vers zéro, wet y tendent kien vers zéro, mais ce ne sont 
pas des fonctions régulières dans le domaine de l’origine à cause du 
terme logarithmique dans u(u, 6), et les coordonnées x et y ont une 
infinité de maxima et de minima dans l’intervalle (0, 2), aussi petit 
que soit h. 

L’axe des 3 est done une singularité transcendante de la surface (2). 
Pour étudier la forme de la surface dans le voisinage de cette droite, 
posons x + ty =e(P + Qe); les formules qui donnent dx et dy con- ! 
duisent à l'équation aux différentielles totales du premier ordre 
(61) d(P + Qi) + ((P + Q6) du = a du ï- (b+ ct) de, 
d’où l'on tire 


rs 


P+Oi—e wf eM Ladu + (b+ ci) de}. 


D'après l'expression de y, on a sous le signe d'intégration une diffé- 
rentielle totale de la forme 


ui ( M du +N de), 
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M et N étant des fonctions holomorphes dans la région considérée. En 
utilisant la condition d’intégrabilité, on voit aisément que M et N ont 
des développements de la forme 


+2 


+a 
Leite n+) 
NE Ne, 
nm+-I+dQ, 


n=0 a=) 


_et l’on en déduit une fonction primitive 


+2 


L] 
a ; Oy Ur A 
ut (M du + N dr) — DD Sr 
n+1+ayl 


n=0 


En multipliant cette intégrale par e~, on obtient pour P et Q des fonc- 
tions holomorphes qui sont nulles pour uw =o, quel que soit +. On 
peut donc écrire les formules (6o) 
(62) | ron sinp., 
| y=Psinp + Qcosp, 
P et Q ayant la signification précédente. Si l’on donne à + une valeur 
constante, et que l’on fasse tendre w vers zéro, x et y tendent aussi 
vers zéro tandis que la valeur absolue de p. augmente indéfiniment (*). 
Le point (x, y, o) décrit une spirale ayant l’origine pour point asym- 
ptote (‘). La surface (2) tend donc asymptotiquement vers l’axe O3, 
autour duquel elle s’enroule une infinité de fois. 
On peut se faire une idée de la forme de cette surface, en se repré- 
sentant un cylindre dont la section droite est une spirale logarithmique. 
Le résultat obtenu est vrai pour une géodésique quelconque d’une 
surface, quel que soit le signe de la courbure totale. Il avait été 
remarqué par Petersen pour une section principale d’un ellipsoide. 


(1) Des formules (62) on tire en effet, en posant tangw = 7 la relation 
a 
langue + 
tango) = ) 


[—tangu + 


et par suite 


eNO 


w= w+ arc tang 
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Il est facile de le vérifier pour une surface hélicoide. Prenons en 
effet les formules générales qui représentent une surface hélicoide 
admettant l’élément linéaire 


ds — du? + U? de?, 


où U est une fonction de la seule variable w (*) et faisons dans les for- 
mules h = m. Elles deviennent 


fe 1—mU?U” 
s= V+ T , 
à U 


p= my Ut—1, 


v du 


Ps m {was L I ni 


où l’on a posé x = pcose,, y =osineg,. SiU =14 C,u?+ Cyu*+..., 
où C,>0, ona U?—1— m?*U?U? = (2€C, — 4m?C3)u?+..., et, en 
. choisissant m de telle façon que 2C; — 4m? C} soit > 0, on voit que °, 
devient infini comme log|w| lorsque wu tend vers zéro, tandis que ¢ 
tend vers zéro. L’axe des z est bien pour la surface une ligne singu- 
liére de la nature qui vient d’étre indiquée. Cette surface est engen- 
drée par le mouvement hélicoidal d’un profil plan asymptote à Os, 
représenté par les équations 


tr 


remyUo1, po sa f VU UE 


21. Lorsque +, est une intégrale de l'équation du premier ordre (57), 
où Yon a pris K= 2, le résultat de la substitution de l'intégrale 3(u, ©) 
dans * = C*(1—p*) — 4* commence par un terme du troisième degré 
au moins en #. On. peut choisir les fonctions suivantes 55:9 tienen 
telle sorte que % soit d'un degré infinitésimal aussi élevé qu'on le 
voudra par rapport à w. 

Nous avons déjà remarqué que la multiplicité M,(u=3=p=q=0) 
est une multiplicité caractéristique pour l'équation du premier 
ordre % =o. Il existe donc une infinité d’intégrales de cette équation 
représentées par une série de la forme (50). En égalant à zéro les coef- 
eR i OR A EEE LP: nt À =: 0 


(1) G. DanBoux. Leçons sur la Théorie générale des surfaces, t. 1, p. go et suiv. 
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ficients des diverses puissances dew dans le résultat de la substitution 
de cette série dans #, 


PRO Seis egies (Dope) routes) | 
[it ot... +o,u"+...7%. 


on obtient d’abord, en prenant le terme en w’, l'équation (57). 

En égalant à zéro le coefficient du terme en w", on obtient en général 
une relation où figurent 95, 9;, ..., on, et leurs dérivées, et où — 29), 
est le seul terme qui dépend de 9’. Ces coefficients sont donc déter- 
minés de proche en proche par des équations différentielles du pre- 
mier ordre, et chacun d’eux dépend d’une constante arbitraire nou- 
velle. Les intégrales de (E,) ainsi obtenues sont aussi des intégrales 
de l’équation (E,). Par conséquent, si 2,,9,, ..., ©, forment un sys- 
teme de coefficients satisfaisant aux derniéres conditions dont il vient 
d’être question, ces coefficients vérifient aussi les équations différen- 
tielles du second ordre obtenues en écrivant que le développement 
représente une intégrale de (E,). On peut donc, et d’une infinité de 
facons, choisir les constantes qui figurent dans 9,, ..., 2,, de façon 
que le développement de # commence par un terme en w de degré 
aussi élevé qu’on le voudra, # =w"H, H n'étant pas nul pour u<o. 

Supposons d'abord n= 2m, les constantes étant choisies de facon 
que le coefficient de uv?” dans # soit positif pour les valeurs de w voi- 
sines de zéro. Les expressions de « et de b ne seraient pas modifiées 
(ou du moins leurs premiers termes), mais c sera égal au produit de 
u par une fonction holomorphe réelle qui n’est pas nulle pour uv = 0, 


, On op Pere la 
et l’on aura pour =» ~~ des expressions de la forme 


) 

Ou. A Op ,B ae 
=; nu Ex MES alls 
Ou u ou u 


A et B étant des fonctions régulières dans le domaine de l’origine dont 
la première A n’est pas nulle pour # — 0. On en déduit pour v. une 
fonction qui est infinie pour «=o, et qui contient toujours un terme 


en ——; elle peut contenir d’ailleurs des termes en #’où»<m—1, 
Fe 


et un terme logarithmique. Les coordonnées x et y sont encore don- 
nées par les formules (60), et l’axe des 3 est pour la surface (£) une 
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singularité transcendante de méme nature que plus haut (' ). Sin est 
impair, on est conduit à un résultat analogue, mais il n'y a qu’ une : 
nappe de surface s ‘enroulant asymptotiquement autour de Os, puisque 
l'on ne peut donner à wu que des valeurs de même signe dans le voisi- 


nage de l’origine. 


22. Supposons maintenant que l’on ait à la fois C, = C, =o, et plus 


(1) La démonstration repose sur le lemme suivant : 


Lemme. — Soient F(t), f(t) deux fonctions continues de la variable t, dont la 
première F(t) est croissante pour t > ty. augmente indéfiniment avec t, et admet 
une dérivée F'(t) continue et positive; les deux intégrales 


t 
(1) RU [cost FN Yin A Gabi f sintr(oin ar. 


sont convergentes lorsque la limite supérieure augmente indéfiniment. pourvu 


t 
que la valeur absolue du rapport F(t) 


F’(7) 


soit une fonction décroissante qui tend 


: J 
vers séro avec [+ 
La relation F(¢) = 0 donne par inversion une fonction ¢ = ¢(0) qui est continue et 
croissante lorsque 0 croît de 0, =F (¢))’— >. et augmente indéfiniment avec 0. et dont la 


dérivée £'(0) est égale a 


Pa Les intégrales (1) deviennent. quand on fait le chan- 
gement de variable { = 2(0), 


0 
JT#(0)] rl Be dre) 
ag las) 0080 TN LL se sin Ron) AO 


0 + 
par hypothèse, la fonction me = j - os 


finiment. et sa valeur absolue est FRET D’après un résultat élémentaire bien 


tend vers zéro lorsque 0 augmente indé- 


connu, les intégrales précédentes tendent vers deux limites [, et J, qui sont représen- 
tées par les sommes de deux séries alternées. où la valeur absolue du terme général 
va constamment en diminuant. La démonstration classique prouve aussi que‘les inté- 
grales (1) sont des fonctions de ¢ qui passent par une infinité de maxima allant en 
décroissant. et par une infinité de minima qui vont en croissant. Par exemple, J(/) 
est maximum pour les valeurs de / telles que F(/) soit un multiple impair de =. 
si /(¢) est positif. et minimum pour les valeurs de / telles que F(/) soit un multiple 
pair de x. 

Il est clair que le résultat subsiste si la fonction K(¢) est décroissante et tend 
vers — lorsque / augmente indéfiniment. la dérivée F’(¢) étant continue et négative. 

Remarquons qu'il ne suffit pas que F(/) soit une fonction croissante augmentant 
indéfiniment avec /. tandis que /({) est une fonction croissante ou décroissante qui 
tend vers zéro, pour que les intégrales (1) soient convergentes. Par exemple l’inté- 


a 
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généralement que le développement de € — 1 commence par un terme 
de degré men u(m >2). On a démontré plus haut (n° 19) que l’équa- 
tion (10) admet une infinité d’intégrales de la forme 


(63) A PH Do + Oy, ,4U° 4+... (9,0), 


‘ étant un nombre entier supérieur à 2 et au plus égal à m (nous venons 
d'examiner le cas où l’on prend » = 2). Les coefficients successifs 9, 


tl . 
at, ae : : 
grale 4 cos{logf] ,; n'a pas de limite, quoique logé augmente indéfiniment tandis 
t 


uv 
I ; 
que + tend vers zéro. 
Cela étant, nous pouvons écrire les formules (60) comme il suit 


u 


uw 
(IT) Ee à fi acosu du. V=Y + ie asin} du, 
Uy 


af 


tt étant un nombre aussi voisin de zéro qu’on le voudra, et où l’on a posé 


Uy Uo 
Toy = Qs acosu du, [R= a} a sin p du, 
0 0 


Lorsque wu tend vers zéro. les intégrales qui figurent dans les formules (11) tendent 
respectivement vers — >, et — yy. Nous supposerons, pour fixer les idées, que wu tend 
vers zéro par valeurs positives; @ est une fonction continue dans le domaine de l’ori- 
gine, tandis que x est la somme d’une fonction admettant l’origine pour pôle et d’un 


Pare ‘en ; : I 
terme logarithmique. Si l’on fait le changement de variable wv = :° les formules 


deviennent 


t l 
(I1’) oar [ cos[ F(1)]f (4) de. x =r f sin[ F(¢) | f(O) dt. 
1 , 1 


uy 


Bt) =" (>): fiy=—Fa(7). 


On peut choisir wy assez petit pour que les fonctions F(¢) et /(¢) vérifient les con- 


iM 


où Von a posé 


: soy I : 
ditions du lemme, car la partie principale de vu ( est un polynome entier en {, ou 


un logarithme dans le cas déjà étudié où y ne contient que le logarithme comme 


: ‘ PL) : ; 1 
terme infini. Dans les deux cas, le rapport Fu) tend bien. vers zéro avec 7 et sa 


valeur absolue est décroissante. 
On voit donc que x et y tendent vers zéro avec w. en passant par une infinité de 
maxima positifs qui vont en décroissant et de minima négatifs qui vont en croissant. 
Entre un maximum et un minimum consécutifs de x, il y a un maximum ou un 
minimum de y et un seul, et inversement. La courbe de (£) obtenue en donnant a ¢ 
une valeur constante se projette donc sur le plan des xy suivant une courbe en forme 

de spirale admettant l’origine pour point asymptote. 
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — NovEMBRE 1929. 42 
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> «+, sont déterminés de proche en proche par des équations dif- 
férentielles du second ordre, et chacun d’eux contient par conséquent 
deux constantes arbitraires qui ne figuraient pas dans les précédents. 
Si l’on substitue ce développement dans #, on démontre, comme au 
paragraphe précédent, que l’on peut disposer de ces constantes de 
facon que & soit d'un degré infinitésimal aussi élevé qu’on le voudra 
par rapport à uw. 

Supposons que & soit du degré ¢ en uv, 5 —u’H, H étant une fonc- 
tion réelle et holomorphe, qui n’est pas nulle pour v=o, et qui est 
positive pour cette valeur de w si : est pair. Les coefficients a et b ont 
pour expressions 


AZI — —— UE +... b=— veut "+.... 


, 9 Ob 0 
tandis que ¢ est d'ordre © enu; > — « 


a ek TR, 
-est divisible par wu’, et les 
u ov 


formules (18) donnent 

‘Gree SR 0 RP: 

au E_y42 Cae ae 
A et B étant des fonctions holomorphes dont la premiére A n’est pas 
nulle pour 4 — 0. Si l'exposant Ê — +2 est supérieur ou égal à un, 
1 est infini pour «=o, et l’on a une singularité transcendante de la 


même nature que plus haut. Si Fy + 2 est plus petit que un, 


7 . , 1 
ou p <2¥—2, l'exposant de # au dénominateur est au plus égal à -; 


mais il peut être négatif. Dans tous les cas possibles, on aura pour u. 
une fonction qui est nulle pour u.= 0, 


ro LOTS 


Lu, ©) étant une fonction holomorphe qui n’est pas nulle pour u =o, 
et gun nombre entier ou la moitié d’un nombre impair. Les raisonne- 
ments du n° 17 peuvent être appliqués ici, et l'on peut adjoindre à 
l'intégrale s(w, v) deux autres intégrales 

Tu vy) tp) + a (P)u +. 


J(u. 6) = UT Bo (8) + Bs (pe) ut...) 
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telles que dx? + dy? = du? + C? de? — dz*. En identifiant les coeffi- 
cients de du* et de dé? dans les deux membres, on voit que l’on doit 
avoir «, 0, a? =1. On peut donc prendre 


LUE HOUR: 7) 


et la surface (È) est tangente au plan y — 0 tout le long de la droite 
x= y =o. Lorsque 5 est la moitié d’un nombre impair, l’axe Oz est 
une droite de rebroussement. Lorsque 5 est un nombre entier, tous les 
points de cette droite sont des points ordinaires de la surface (£) qui 
n'est pas traversée par son plan tangent lorsque ¢ est impair, tandis 
qu’elle traverse le plan tangent le iste de la droite de contact lorsque 
s est pair. 


Exemples : i v= 3; si l'on prend pour 9, une 
fonction telle que 2,—C, soit différent de zéro, on a 


5 © 


0 À I 
P_(y—2)=-, 


2 2 


° 

“oO 
| 
Ow 


= I 2 5 à he / | 
et par suite 7 = -- La surface a une droite de rebroussement. Si9,, =C,, - 


16) - ES 
de 7-1, l’axe des 3 est une singularité transcendante. 


2° Soit m— 4. On peut prendre pour v les deux valeurs vy = 3, » —4. 


Si l’on prend y=3 et si 2, n’est pas nul, ona ¢— 3, et ily aune 
droite de rebroussement. Si 2! = 0, on a 924, et il y a une singularité 
transcendante. 

AT Te x 0 + 

Prenons v= 4; sig, est différent de C,, >= 4, - —(v—2)=0, et 


la surface (Y) est tangente à un plan tout le long d'une droite. 
sal C,,¢ estau moins égal à 5; si 0 0, Of a une droite de rebrous- 


sement, et une singularité Gite Sl ene 5, 


Remarque. — Des trois intégrales à, y, 3, la première et la dernière 
renferment tous les éléments d’une caractéristique double satisfaisant 
à la condition F =o, tandis que y renferme tous les éléments de la 
caractéristique double u=p=4 =. =0, qui satisfont à la relation 
a —0(c/.0 17) 

22 
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93. Supposons enfin que l’on ait V—=0, V—w, sur w #o. Pour 
trouver des intégrales de l'équation (10) contenant tous les éléments 
de la caractéristique (48), posons encore 


5s—=coswv + sinou + Z; 


l'équation en sera Z 


(64) C(RT—S?*)+ CE (P+ sino) — 52 (Q + cosa) | R 
du ov 

dC 

du? 


Cc 1 f/OC\? 3, PE 
[5 +aG) |£Q + cosy ae 


Ou Ou 


0c 3 
sh 25 (Q+cosw)S — C 


Dans les coefficients de R et de S les termes de moindre degré en w 
sont respectivement.mC,,sinwu”—' et2mC,,cos wu” tandis que dans 
le terme indépendant on a le terme 


— 2m (m—1)C,,sinw Pu, 


les termes en « étant de degré 2m — 2 au moins, si l’on désigne par C,, 
le premier des coefficients C; qui n’est pas nul. 
Soit 


(65) L= gy? + Oy, Ur +... (9,50) 


le développement d’une intégrale holomorphe de l'équation (63), 
y étant au moins égal à ». Deux cas sont à distinguer suivant que v est 
inférieur à m, ou égal ou supérieur à 7». 

Supposons d’abord » <<m, ce qui ne peut avoir lieu dans le cas 
général où m= 2. On reconnait facilement que les coefficients suc- 
cessifs ¢,, 2,,,, ..., doivent satisfaire à des équations différentielles 
du second ordre que l’on peut former de proche en proche. Admettons 
que l’on ait choisi les constantes dont dépendent ces fonctions de facon 
que la série (65) soit convergente. En substituant l'intégrale 


3 = COSG 4" + sinwu + O,u* +. .., 


dans 5 = C*(1— p*?) — gq’, le résultat est en w de l’ordre infinitésimal 


LE 


¥—1, si, n'est pas nul comme on l’a supposé; on a donc pe = 


» 


+t ew 
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. db J ‘ 
tandis que > — = est de degré v — 2 en w. On en déduit des expres- 


sions de oe, du 
ds 


DU ee es BUT N 
am M. ae SN 
M et N étant des fonctions holomorphes dont la première M n’est pas 
nulle pour «=o. Par suite, on peut prendre pour une fonction de 
Fe 
rs D] Es ; 5 5 5 5A 
degré —— enu, u=u* P, P étant aussi une fonction régulière. Les 
raisonnements déjà faits plusieurs fois prouvent que l’on peut adjoindre 
à l'intégrale (uw, «) deux autres intégrales 
yet 
(66) (4, e) su? | Bot Bre eens }, 
“L(U, ?)=%+a,uU+..., 


telles que l’on ait dx? + dy* = du? + C? dv? — dz’. En égalant les coef- 
ficients de du? et de dy? dans les deux membres de l’identité 


dx? + d3*= du + C*dy? — dy’, 


on voit facilement que l’on peut prendre à, — v¢sin w, 4, =— cos w. 
La surface (2) ainsi obtenue est tangente tout le long de la droite 
x=vsinw, s=vcosw au plan des xs, avec rebroussement ou non 
suivant la parité de ». Si l’on fait tourner cette surface d’un pus w 
autour de l’axe Oy, on peut remplacer les coordonnées x et 3 par 
xv’ =ssinw — rcosw, s’=5c0sm + æsinw, et la nouvelle sMteaelle 
de l’équation (10) z’(u, «) a un développement de la forme 


les termes non écrits étant au moins du second degré en wv. Cette inte- 
grale renferme tous les éléments de la caractéristique double (49), et 
nous retombons sur le cas qui vient d’étre étudié en détail. 


24. Si le développement d'une intégrale de l’équation (64) com- 
mence par un terme de degré m au moins 


(67) Li Oy ll" + Omri UN 
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ces coefficients se déterminent de proche en proche sans équations 
différentielles. En égalant à zéro le coefficient de wu” dans le 
résultat de la substitution, on trouve qu’il faut prendre ¢,,= 0. Le 
développement commence donc par un terme de degré m--1. Les 
coefficients Oniis Dray «++» SC déterminent sans ambiguité jusqu’a 
Dom», Mais le coefficient suivant 9.,,, est indéterminé. Les calculs 
sont tout à fait pareils à ceux du n° 18, et conduisent à la même con- 
clusion. On peut choisir d’une infinité de façons la fonction 5. ; de 
facon à obtenir un développement convergent 


3'— COSH) 6 Æ SN GNU + Ours UM Qi, Le RUES + 


et, sur la surface (È) déduite de cette intégrale, la courbe # = o est la 
courbe de contact d’un cylindre circonscrit C. Comme cette ligne est 
une géodésique, elle coïncide nécessairement avec une hélice de ce 
cylindre. 


V. 


25. L'étude des caractéristiques doubles de l'équation (10) explique, 
nous l’avons vu, l'existence de certaines singularités des surfaces 
admettant un élément linéaire donné, courbes planes de rebrousse- 
ment ou singularités transcendantes. Mais ces surfaces peuvent aussi 
posséder des courbes gauches de rebroussement, qui se rattachent 
analytiquement à des intégrales d’une autre espèce de l’équation (10). 
Reprenons une équation quelconque de Monge-Ampère 


(67) He +aks + L¢ + MM -EN(rl —s*2)= 0: 
conservant les notations antérieures, nous désignerons par u et «les 


variables indépendantes et par = la fonction. Une multiplicité d’élé- 
ments de contact M, définie par les formules 


TES RAS Pe fol LY, BEF PER p= OAL ff == Gel A 


ou À est un paramètre variable, est une smultiplicité singulière si les 
équations 


AUOT SAONE A RUES 2,4) = sf, (a) + 7A), 


qui, jointes a l’équation de Monge-Ampére, déterminent les valeurs 


ij 
te 
Af 
4 
4 
4 
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der, s, { le long de M,, donnent pour l’une au moins de ces inconnues 
une valeur infinie. Pour étudier les intégrales, s’il en existe, renfer- 
mant tous les éléments de M,, nous pouvons toujours, en effectuant 
d’abord une transformation ponctuelle convenable, supposer la multi- 
His M, définie ee les équations 


HSE = 9 =O: 


Les relations dv =rdu+sdv, dq=sdu+tde donnent s=t=o 
tout le long de J1,. Quant à la valeur de 7, elle se déduira de l'équa- 
tion (67), où l’on remplacera u, z, p, q, s, t par zéro. Cette équation 


devient ainsi 
Er + M, =o. 


H, et M, se déduisant des coefficients H et M par la substitution 
indiquée. Si H, n'est pas nul identiquement, AN, est une multiplicité 
ordinaire à laquelle on peut appliquer le théorème classique de Cauchy: 
Si l’on a à la fois H, = M, = o. OM, estune multiplicité caractéristique. 
Enfin lorsque H, = 0, sans que M, soit nul, A, est une multiplicité 
singulière, il n’existe pas d’intégrale holomorphe renfermant tous les 
éléments de 9,, mais il existe en général une intégrale non holo- 
morphe satisfaisant à cette condition. 

Pour le démontrer, appliquons à l'équation (67) la transformation 
d'Ampère (voir n° 10) 


(68) i EN ea PN Ze poe X; q—=—Q, 


d’où l’on tire inversement 


dep, yea, Le Pt oS, Stes Q—— 7; 


en la prolongeant, on a les valeurs des dérivées secondes 


S ASERT se et 
RER) ieee ON TE VA ST 


= 


) 


et l'équation de Monge-Ampère devient, après la transformation, 
(67) H’— ok’S + L’(S?— RT)+ M’R—NT=o, 
où H’, K’, L’, M’, N’ se déduisent de H, k, L, M, N par la transforma- 


tion de contact (68). La multiplicité M, est elle-même remplacée par 
22* 
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une multiplicité M, définie par les formules f 


Pa ie PP = (ie Oe 


Toute intégrale de equation (67) renfermant tous les éléments 
de M, se change en une intégrale de la nouvelle équation (67)' renfer- 
mant tous les éléments de A, etinversement. Par hypothèse M' n'est 
pas nul pour les éléments de M, tandis que H’ =o. L’équation (67) 
donne done R=o pour tous les éléments de M, mais on peut appliquer 
à la nouvelle équation le théorème de Cauchy. Elle admet donc une 
intégrale holomorphe dont le développement suivant les puissances 
de X commence par un terme du 3° degré au moins. Le degré de ce 
terme, on le voit aisément, est égal au degré du terme de moindre 
degré en X (indépendant de P, Q, Z) dans H’ augmenté de deux unités. 
Si dans H’ ne figure aucun terme indépendant de P, Q, Z, l'équation 
transformée n’admet pas d'autre intégrale holomorphe renfermant tous 
les éléments de IN, que Z = 0, et l’on ne peut en déduire aucune inté- 
grale de l’équation (63 )'. 

Laissant de côté ce cas particulier, supposons que l'équation en Z 
admette l'intégrale 


L=G@,, (6) XS per) Xi m23, D,(F)<0, 


D, D,,.,, ..., étant des fonctions holomorphes de + dans le domaine 
de l’origine, par exemple, dont la première n’est pas nulle pour ¢ =o. 


On en déduit 
u = P= nt xm! ®,,,( LES Mien 


= PX —Z=(m —1)X"@,,(¢)+.. 7. 


De la première de ces formules on tire un développement de X suivant 


1 
les puissances de w”~', et en substituant ce développement de X 
dans 3, on obtient une intégrale non holomorphe de 1’ équation (67), 
qui contient tous les Aenents de ON,, 


nt 1 
Ait ls Uo(e)td (eam! + | 


vo, Ÿ, ..., étant des fonctions holomorphes de ¢. Dans le cas général 
Al 


où m= 3 le développement commence par un terme en uw. 
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26. Appliquons ces généralités à l'équation (ro). Soit MN, une mul- 
tiplicité d'éléments de contact définie par les relations 


(69) WU Ox PP), D Jo), ss faste. 


Po(v) et g,(e) étant des fonctions de la variable», que nous supposons 
holomorphes dans le domaine où l’on fait varier +. Cherchons d’abord 
à quelles conditions doivent satisfaire ces fonctions pour que Ji, soit 
une multiplicité singulière. En posant 


mi fade + pau + 3’, 
Ve 4 la + * LA > 
et désignant par p', g',r',s',1' les dérivées de la nouvelle fonction 


inconnue, l'équation (10) se change en une nouvelle équation de 
Monge-Ampere où le coefficient de 7’ est 


tt We 2 ., OC . OC 
C(ggtpou)+ C? oer (Ppotp)— FA (Gut Pot + g'} 


tandis que le terme indépendant de 7’, s’ t'est 


ac 
du 


eC 1 /dC\?)]- Abies ER die 
[Sa + CU) Jin ANNÉE Ou. 


Pour u =p —9—0o, le coefficient de r se réduit &-¢, + V Po, tandis 
que le terme indépendant est égal à 2C,(1 — pp —q,) — (Py — ioe iy ad 
Pour que la multiplicité 9, définie par les formules (69) soit une 
multiplicité singulière de l'équation (10), il faut done que l'on ait 


SEA oC *, ; 2 : ; 
Ca) + 2 5 Pol da + Pol + 7 )— CE ( put py 


(70) dot \' poo. 2 Cy(i—- pi 4%) (poss Vi doy EE 0: 
Supposons ces conditions remplies. La transformation de contact 
Gases Re Rd eee Ln ea Br PX y === (, 
conduit enfin à une troisième équation de Monge-Ampère où le seul 
terme de H’ indépendant de P, Q, est, en tenant compte de la condi- 
Hon (70), VS. Si V'="o, la dernière équation n’admet pas d’autre 


intégrale que Z — 0, renfermant tous les éléments de la multipli- 


5 . 42 
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cité A. Si V' n’est pas nul, l'équation en Z admet une intégrale holo- 


morphe ; 
Z—AXS+ BX'+..., 


dont les coefficients sont des fonctions réelles et holomorphes de +, 
où le premier coefficient A a pour expression 
te AE 


ii 6 20 (1 — p?—G)—(Po— \ = 


Supposons À > o; de la relation u = P = 3AX?..., on tire pour X un 

; 1 
développement suivant les puissances de u° 
1 


X—=anN*+aon +..., 


dont les coefficients sont des fonctions réelles et holomorphes de ¢, 
a, n'étant pas nul. On en déduit pour 3’ un développement de même 


wiles 


espece commencant par un ferme en ue ; et par suite l'équation (10) 
admet une intégrale de la forme 


(71) sa fqute)de + pote noe oto knee ose 
Pa Dares Btant des factions réelles et holomorphes de ¢. Cette 
intégrale contient bien tous les éléments de la multiplicité M,, mais 


elle n’est réelle que pour les valeurs positives de uw dans le voisinage 
de la valeur u =o. 


Pour que cette intégrale conduise à une surface (2), réelle pour les 


valeurs de uv, ¢ dans le domaine du plan (4, 6), limité par un segment - 


de l'axe 4 — 0, ou contenant un tel segment à l'intérieur, il faut que 
pour les valeurs de ¢ comprises entre certaines limites, l’expres- 
sion I — p, — gj, ne soit pas négative, d’après les conditions (15). Nous 
pouvons écarter le cas où l’on aurait 


; Pat T=; 
des deux équations 


Jor \ po=oy Potg—i=p, 
on tire en effet 


fo—vos(\ + 67); Toss sin ( V+). 


+. 


+ À fi ean 
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w étant constant, et la multiplicité M, serait une caractéristique 
double, et non une multiplicité singulière. Supposons donc que pour 
les valeurs de « comprises dans un intervalle (— /,-+ A) par exemple, 
on aitp;+g;<1. Donc l'identité 

(2) dx? d)\* = du + C2 de?— de, 


remplacons uw par uw’, elle devient \ 


weit! NODE Ost 5 d3\° % 
+— qu See du’ ds +| -- (5) Ja. 


La forme quadratique du second membre peut être décomposée en 
deux formes linéaires conjuguées 


La du + b ds + ic ds ][a du + b de — ic dv], 


ut 18 un ae Lx , 03 03 een dz\? | 
CU |» (53) | ab=— 2 Sr EE (5) — b?; 


Os Os jer a 2 ; ‘ E 
Ju” ge 8° réduisent à p, et ag, pour uv’ =o. Il s'ensuit que a et b sont 
des fonctions réelles holomorphes de w’, +, qui contiennent wu’ en 
facteur, tandis que c est une fonction réelle et holomorphe qui, 
q P 
pour u’= o, prend une valeur positive ÿr — p, — q;. Si l’on cherche 
deux facteurs intégrants ec’, e~* pour ces deux formes linéaires, on 
est conduit à une équation aux différentielles totales 
dp. —= \ du'4- Bde, 

où A et B sont des fonctions réelles et holomorphes dans le domaine 
de l’origine. On en déduit pour y, et par suite pour x et y, des fonc- 
tions de même nature 
RÉ EU ER ea 
=D ED Osu 3. 
Les coefficients a, et b, sont nuls; en effet dx? + dy? contient le 

+ D : RE . 
terme "1 du? qui ne se réduit avec aucun autre, tandis que le 

qu 

coefficient de du? dans du? + C?dv?— dz? ne renferme pas de terme 


» 


PS 
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EE 


en _ On a donc a, —b,—0, et en remplacant.w' par u?, on obtient 


pour æ et y des développements suivant les puissances de u? commen- - 
cant par un terme en #, dont tous les coefficients sont des fonctions 
réelles et holomorphes de ¢, dans l'intervalle (— À, + h). Les conclu- 
sions sont analogues à celles du n°10. En donnant à wu des valeurs 
positives voisines de zéro, et en attribuant au radical Vu ses deux 
déterminations, on obtient deux portions de surfaces, applicables 
l’une sur l’autre qui se rejoignent suivant une aréte de rebrousse- 
ment (I), dont on obtient les équations en faisant # =o dans les for- 
mules qui donnent les coordonnées d’un point de la surface. Cette 
courbe (I) est en général une courbe gauche; pour le démontrer, nous 
allons calculer le rayon de courbure et le rayon de torsion. 


Soient, d’une facon générale 


LT=L(P)+ LT (C)e+.. 
(74) YSN) e+..., 
| is ey Pa SO) eS 


des formules qui expriment au moyen des deux paramétres u, ¢, les 
coordonnées rectangulaires d'un point d’une surface (2) dont l’élément 
linéaire est donné par la formule (8); les termes non écrits dans les 
séries (74) ne contiennent que des puissances de wv supérieures à la 
première, mais peuvent contenir des puissances fractionnaires comme 
dans le cas que nous étudions. En identifiant les coefficients de du?, 
du dy, de? dans les deux membres de l'identité 


dat + dy? 4- ds*= du + Cdi 


‘À 


on obtient quatre relations entre les six fonctions 


Libro ls ett), Ba) CE OL) 
{ M'EST ET, (LT EM PER Paes 


\y ) | ft af P ? on de AL U ù , ’ 
aR ekg EL 5054 VN, la te V1 Vg 5,59 =O, 


qui permettent de déterminer .r,, y,, 2, y, connaissant s,, ,. Des 
équations (75) on tire en effet, en les différentiant, les relations 


VAX ENS 


en ‘à à) 


wre 
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On en déduit, après quelques réductions faciles, l’expression du rayon 
de courbure R de la courbe (I) décrite par le point de coordonnées 


Lo(%), Yo(%); F0() 


On voit que (2",)? + (y,)* s’exprime uniquement au moyen des fonc- 
tions z,, 3, et de leurs dérivées. Comme d’autre part, ona 


(ay PF (oP =1— (SP, 
a, et y, s obtiendront par des quadratures. Le calcul est tout pareil à 
celui qui donne les coordonnées d’un point d’une courbe plane dont 
on connaît le rayon de courbure en fonction de l’arc, ce qui s'explique 


aisément. 
Dans le cas que nous étudions, nous avons 


” ’ 


ST us Sy LT AU ee Vi’ Pos 


> , »\ . i ra 9 ¥ ’ . 1 
et la formule (76) devient 5 = V?, d'où l'on tire R= Fat Le rayon 


de courbure de la courbe (T°) au point correspondant à la valeur ¢ du 
paramètre est done égal au rayon de courbure géodésique de la 
courbe w =o au point correspondant sur une surface quelconque 
admettant l'élément linéaire (8). On vérifie d'ailleurs immédiatement 
que la condition g, + V'p, =o est nécessaire pour qu'il en soit ainsi. 

Conservant les notations habituelles de la théorie des courbes 
gauches, désignons par @, PT Ve der) giv les COSMUS des 
angles que font avec les axes les arêtes du trièdre de Frenet relatif à la 
courbe (F). On peut prendre y = 7, = qo. Des relations 


! ; pot y / 
AN GN io, aR 


€ 


on déduit & + Vip, = 0; on a donc py= cy’, ¢ étant égal à +1, sul- 
vant le signe de V’. Ona ensuite 


y=, ae ge ye ieee nee 
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2 dy" +! | : 
et la formule de Frenet ae = f devient ici 


PaPo Jde + Pe 
Wied tet 
ou, en remplaçant g, par V'py, 


PAPER Ps 


VI Pi — 7% 
On a done, si p, n’est pas nul, 


| Wy — Ja V' 
(77) T =+ ff, 
PE Poand 6 


et cette formule subsiste, même si p, est nul. Dans ce cas en effet, y 
et y’ sont constants, la courbe(I’) est une hélice située sur un cylindre 


: ï ‘ R , 
dont les génératrices sont parallèles à Os, et le rapport 4 est égal 


à + + —+ —%_, conformément à la formule (76). 
a! Vi FR Ge 7 


Pour que la courbe (T) fat une courbe plane, il faudrait que l’on 
elit à la fois 
40o= V'Po Po — NV = 0; 


on tire de ces équations différentielles 
Po = M Sin(\ + w), fu = M COS(Ÿ + ay), 


met w étant deux constantes et|m»| 1. En se reportant au n° 11,on | 
voit aisément que l'intégrale de l'équation (10) qui a un développe- 
ment de la forme 


fe 


Fe | mcos(\ + mide + m sin(\ + w)u + Ot +. 
se déduit par un changement de coordonnées des intégrales x, y, 3, 


qui ont été définies à ce paragraphe, et l'on retombe sur le premier 
cas eXaminé. 


28. Supposons maintenant p, — q, V' différent de zéro. L’aréte de 
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rebroussement (T) est une courbe gauche qui est complètement définie 
de forme, à une symétrie près, eel on connait deux fonctions p, 
et g, de ¢ vérifiant les relations 


do + V py== 6, Pa+Uae< lt. 


Les fonctions x(u, ©), y(u, +), qu'il faut adjoindre aa intégrale z :(U, ?) 
pour avoir la surface (X), contiennent aussi dans leurs dév Martel 
des puissances fractionnaires de uw; nous avons remarqué en effet 
qu'une intégrale de l'équation (10) holomorphe dans le voisinage de 
la ligne u — 0, ne peut conduire à une surface (£) ayant une courbe 
gauche pour aréte de rebroussement. Les intégrales x(u, +), y(u, 6) 
sont aussi des intégrales renfermant tous les éléments de deux multi- 
plicités singulières que l’on déduirait de M, en remplaçant q, et p, 
par x, etx, oupar y, et y,. Il s'ensuit que les cosinus directeurs x, 8, +, 

a 4), y! de. la tangente et de la normale principale à la courbe (T) : 
ont pour valeurs | 


_ (2 Le = Bt eontoee pre (2) 
efi ov MAL ie =:(5, ig: Ane ov ets à roi Ou, eae 
: =(% ed DENT 
ie SE) 7 et du w=) 


wa" 86" + yy"=0, cat Di Me 9 


Les relations 


montrent que la binormale à la courbe (T°) coincide avec la normale à 
la surface (2) en tout point de (T°). Le plan tangent coincide done avec 
le plan osculateur. 

Étant donnée une portion de surface (S) dont l'élément linéaire 
est donné par la formule (8), correspondant à un domaine D du 
plan (u, “) qui contient le segment de l’axe # — 0, obtenu en faisant 
varier « de —-h à +A, soit C la courbe de (S) qui a pour équa- 
tion u — o en coordonnées curvilignes, il résulte de ce qui précède 
qu’on peut déformer la surface (S) de facon qu'une partie de cette 
surface vienne s'appliquer sur la surface (2) que nous venons de 
définir, la courbe (C) venant s'appliquer sur la courbe de rebrousse- 
ment (I). Dans cette déformation, il se produit nécessairement une 
déchirure suivant C. La partie de (S) qui vient s'appliquer sur (2) 
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correspond aux valeurs de uw telles que le produit 


Vu 
2C,(1— pg—93)—( Pe Vu) 


2 


soit négatif, condition qui s'écrit en tenant compte de la relation (7 7) 


IE + 2, [= v nf atk |>o. 


K désignant la courbure totale de la surface. La discussion se fait 
comme au n° 12; la région de (2’) qui vient s’appliquer UES =) après 


la déformation est la région de convexité Se ey si de + K est 


positif, et la région de convexité géodésique si + —- + K est négatif (') 


(vorr le fascicule déjà cité de M. Gambier, p. 43). 


Remarques. — 1° I résulte de la démonstration précédente que l’on 
peut déformer une surface (S) de facon qu'une courbe arbitraire (C) 
tracée sur cette surface prenne une configuration donnée à l'avance (TL), 
pourvu que la courbure de (T) soit égale à la courbure géodésique 
de (C), et cette courbe (I) est, pour la surface obtenue par la défor- 
mation, une ligne de rebroussement. 

2° Pour que la multiplicité Ol, soit une caractéristique de l’équa- 
tion (10) il faut que l’on ait à la fois, R et T étant les ravons de cour- 
bure et de torsion de la courbe (VT), 


do + RE 0, Po t K <= Ô, 


La première exprime, nous l'avons vu, que le rayon de courbure de (F) 
est égal à la courbure géodésique de la même courbe, tandis que la 
seconde exprime que cette courbe (T°) est une ligne asymptotique (!). 


(1) G. Dangoux, Lecons sur la Théorie des surfaces, t. HE, p. 280. 


PROBLÈMES D’EXTREMUMS 


RELATIFS AUX COURBES CONVEXES 


(Premier Mémoire) 


Par M. J. FAVARD 


Maitre de Conférences à la Faculté des Sciences de Grenoble 


1. La théorie des courbes planes convexes fermées fournit un grand 
nombre de problèmes qui, aujourd’hui encore, ne peuvent pas être 
résolus par l'analyse : les recherches des cercles circonscrit ou ins- 
crits, par exemple, sont des problèmes qu’on sait poser, mais on ne 
possède pas de méthode générale pour les résoudre. L’inégalité isopé- 
rimétrique elle-même n’a été démontrée pour la première fois, que 
par Weierstrass. Après les recherches de Steiner, on avait abandonné 
les méthodes géométriques élémentaires pour cette démonstration; 
M. Bonnesen (') a montré que l’on pouvait sauver ces méthodes, il ena 
créé d’autres et la variété des aspects sous lesquels le problème est 
envisagé et résolu forme un ensemble des plus brillants, que l'analyse 
peut sans doute donner mais au prix de bien des efforts. 

C'est donc au moyen de considérations géométriques que seront 
obtenus les résultats qui vont suivre. 


2, Soit (C) une courbe convexe bornée et fermée, je rappelle que la 
distance d de deux droites d’appui de (C) parallèles s’appelle une lar- 
geur de la courbe; le minimum A de la longueur s'appelle l'épaisseur 
et le maximum le diamètre D de la courbe. Le plus petit cercle, de 


(1) M. Bonnesen a exposé ses méthodes dans son Livre : Les problèmes des isopé- 
rimètres et des isépiphanes (Collection de M. Borel; Gauthier-Villars ). 
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rayon. R, tel qu'aucun point de (C) ne lui soit extérieur s’appelle le 
cercle circonscrit de (C) et ce cercle est unique; les rayons des cercles 
dont aucun point n’est extérieur à (C) ont un maximum retun cercle, 
au moins, de rayon r est inscrit à (C); si une courbe a plusieurs cercles 
inscrits on a A— 2r et les droites d'appui dont la distance est A ont 
chacune un segment en commun avec la frontière de (C). 

M. Bonnesen a, de plus, attaché à une courbe (C) une couronne 
circulaire : c’est, parmi toutes les couronnes dans lesquelles chemine 
la frontière de ((), celle quia la plus petite épaisseur; cette couronne 
minima est unique, les cercles qui la limitent touchent chacun la 
courbe (C) en deux points au moins et ces points se séparent mutuel- 
lement, c’est-à-dire que l’on ne peut pas trouver de droite du plan telle 
que, d’un côté de cette droite se trouvent les points de contact de la 
courbe avec le petit cercle de la couronne, et de l’autre les points de 
contact avec le grand cercle. 

Nous désignerons par R et r (R2r) les rayons des cercles de cette 
couronne quand la confusion avec les rayons des cercles circonserit 
et inscrits ne sera pas à craindre. 

3. Soit maintenant L la longueur de la courbe (C) et S sa surface 
intérieure, considérons une fonction homogène par rapport à l’en- 


semble des variables L, VS, des éléments géométriques linéaires que 
nous venons d'introduire et supposons de plus que cette fonction est 
non décroissante par rapport à L et non croissante par rapport à \/S. 
On s’est surtout préoccupé de rechércher le minimum de telles fone- 
tions : l'inégalité isopérimétrique classique est un problème de ce 
genre. 

Quant à la recherche de leur maximum il n'existe, à ma connais- 
sance (à part quelques inégalités évidentes), que peu d'exemples d'une 
telle détermination, Je ne puis citer que la recherche de l’orbiforme de 
largeur donnée ct de surface minimum faite par MM. W. Blaschke et 
I. Lebesgue (1); le résultat de M. J. Pal (9) : parmi toutes les courbes 
convexes de même épaisseur c'est le triangle équilatéral qui a la plus 


(1) HW. LeREsGUE, Journ, de Liouville, K série, t. 4. 1901, p. 67-96. — W. BLASCHKE. 
Wath. Annual, 1. 76. 1915, p. 904-513. — J. PAL, Math, Annal.. t. 83, 1921, p. 311-319. 
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=) 
SI 


petite aire : 


et quelques inégalités de M. Kubota ('). 
Dans tous ces travaux le resultat a été obtenu par des considérations 
géométriques. 


4. Je me propose ici de rechercher le maximum de certaines fonc- 
tions très simples de l'espèce dont je viens de parler; la courbe ((:) 
sera assujettie à certaines conditions qui assureront qu’elle est bornée; 
l'existence du maximum est alors assurée en vertu d’un théorème de 
M. Blaschke : de toute suite infinie de courbes convexes fermées et 
également bornées on peut extraire une suite de eourbes qui tendent 
vers une courbe limite elle-même convexe. 

Il faut remarquer cependant que, pour une infinité de figures peut- 
ètre, le maximum sera réalisé. A titre d'exemple citons l'inégalité sui- 
vante où r désigne le rayon d’un cercle inscrit 


fai = 29 O. 


et où l'égalité n’a lieu que pour les capuchons du cercle de rayon r, 
c’est-à-dire pour les figures obtenues en enlevant, d’un nombre quel- 
conque de points extérieurs au cercle, les parties du cercle vues de 
chacun de ces points et en les remplacant par les tangentes issues de 
chacun de ces points, à condition que la nouvelle figure obtenue soit 
convexe. Si Let r sont données (L > 277) le cercle a une infinité de 


capuchons de longueur I. 


5. Nous commencerons par résoudre le problème suivant qui est 


fondamental pour la suite : 
SR ; = j 
Soit ABC un triangle (B<C), parmi tous les ares convexes BMC qui 


vont de Ba C, dont aucun point n’est extérieur au triangle et qui 
limitent avee BC une aire donnée (plus petite que Paire du 
triangle ABC) quel est celui dont la longueur est Ja plus grande © 


(1) Kusota (Tadahiko). The Science Reports of Tohoku, t 12. 1923, pr. 5-67: 
Eine Ungleichheit für die Eilinien (Math. Zeitschrift. t. 20, 1991). 
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Soit BMC un are convexe quelconque allant de B a C, M étant le 
point de cet arc le plus éloigné de BC; une parallèle à BC coupe cet 
arc en deux points au plus H et K et la droite AC au point K’; nous 
porterons à partir de K’ et à l’intérieur du triangle une longueur 


H’'K’= Hk. 


Lorsque la droite HK se déplace à partir de BC, le point H’ décrit un 
arc convexe BM’ non extérieur au triangle ABC et les deux aires 


BH'M'CB et BMCB 


sont les mémes. Ce dernier point résulte de la construction; quant au 
fait que l’arc BM’ est convexe il se démontre de la façon suivante : 
soient H,K, et H,K, deux segments découpés par deux parallèles à BC 
dans l’aire BMC, puisque l’arc est convexe la parallèle à BC équidis- 
tante de H, K, et HK. découpe dans l’aire un segment HK, et l’on a 


HK ht IK, 


de là 
HK, +I Ky 
2 


L'K°> 


et cette inégalité démontre notre assertion. 
Nous allons montrer maintenant que 


(1) long. BMC< long. are BM’ + long. segment M/C 
lorsque 

‘ leg Se ASS 
(2 ABC < ACB. 


La longueur d'un are convexe étant la limite des longueurs d’une 
suite de lignes polygonales convexes qui tendent vers l'arc, il suffit de 
considérer le cas où l’arc est une ligne polygonale. Supposons done que 
la portion de l’are BMC comprise entre les deux parallèles H, K, et H,K, 
à BC se compose de deux segments H, H, et K, K, (voir figure ci-après), 
l'opération que nous venons de décrire remplace le trapeze H,K,K,H, 
par le trapeze HK, KI, il suffit alors de vérifier que 


(3) H.W, + Ky K3S Wl, H+ KK, 


ce qui est très facile. 
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Si l'on retranche une même longueur aux deux bases du trapèze 
H,K,K,H,, ou si l’on fait subir à ce trapèze une translation parallèle 
à BC, les diverses quantités qui figurent dans (3) ne changent pas. Si 


Hy K, 


K, 


nous supposons, de plus, que H,K, est plus éloigné de BC que H,K,, 
alors H,K,<H,K, et nous pouvons nous borner au cas où K, et K: 
coincident ainsi que H, et K,; il en est alors de méme pour H, et H, et 
pour H, et K,, et il faut montrer que 


H, H;+ H,K,¢H, K+ K,K). 
pant La Sh eae 
Or, nous avons supposé que ABC< ACB, donc, ona 
PET ETS 
H,H,K, <H,K,K, : 


de sorte que le symétrique de H, par rapport à la médiatrice de H,K, 
tombe entre H, et K,, et l'inégalité (3) est démontrée; (1) s’en déduit 
par passage à la limite. 

On voit, de plus, que le signe d'égalité n’est valable dans (1) que si 
le point M est sur AC ou bien sur AB, mais dans ce dernier cas, il faut 

PE ONF ine 
aussi ABC = ACB. 

De toute facon, par l’opération que nous venons de faire, nous 
sommes passé de l’are BMC à un nouvel arc dont la longueur n’est pas 
plus petite et BM'C comprend le segment de droite M’C, tandis que la 
parallèle à BC menée par M’ est une droite d’appui de cet arc. Si l’arc 
qui va de B à M’ n’est pas le segment BM’, nous pouvons recommencer 
| l'opération sur l'arc BM’ en considérant cette fois-ci le triangle ABM’ 
et en menant des parallèles au segment BM'; par cette dernière opé- 
ration, nous passerons d’un arc BM à un autre arc de longueur certai- 
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nement plus grande, car on a AM’B > ABM’, et le point M’ est le seul 
point de cet arc situé sur AM’. | 

On pourra continuer ainsi, et à la limite on obtiendra un arc formé 
de deux segments de droites, ce que nous énoncerons : 


N A 
L'urc convexe le plus long, non extérieur au triangle ABC(B< eh: et 


qui limite avec BC une aire donnée, se compose de deux segments de 


droites BM et MC, le point étant sur AC ('). 


Lorsque f= a on voit qu'il y a deux arcs maxima symétriques par 
rapport à la médiatrice de BC. La démonstration est aussi valable 
lorsque le sommet A du triangle ABC est à l'infini. C'est en appliquant 
ce résultat que nous allons résoudre un certain nombre de problèmes 
de maximum. 


6. Auparavant, je me permets de faire remarquer que la solution du 
problème inverse du précédent (quel est l'arc dont la longueur est la 
plus petite?) n’a pas encore été publiée dans le cas général; voici 
quel est le résultat que j'indique sans démonstration : si l'aire donnée 
est assez grande, l'arc minimum se compose de deux segments portés 
par les côtés AB et AC du triangle et d’un arc de cercle tangent à ces 
deux côtés, si l'aire est assez faible, on obtient un arc de cercle joi- 
gnant Bet C: enfin, comme cas intermédiaire, on a un arc de cercle 
partant de C tangent à AB et un segment porté par le côté AB. 


7. Problèmes d’extremums dans la couronne minima. — Soit une 
courbe {c), dont la couronne minima de centre O et de rayons R et 7 
est donnee; considérons une fonction f(R,r, L, S) homogène par rap-. 
port à l'ensemble des variables R, 7, L, VS, non décroissante par rap- 
port à Let non croissante par rapport à S: on pourra déterminer les 


(1) Le résultat obtenu dans le texte peut ètre traduit analytiquement comme il suit : 
Soit y Cr) une fonction continue positive el hornée pour 6721, qui satisfait aux 
conditions 

th Ss Gy ia Se 


et qui posséde une dérivée décroissante dans cet intervalle. alors on a 


al 


/ \i-yide <2 fa PA ns rar): 
4 V0 / 0 


UT UE , 
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extremums des fonctions f les plus simples. Le minimum s’obtient par 
la méthode de symétrisation de M. Bonnesen ('), et l’on pourra faire. 
larecherche du maximum au moyen du résultat que je viens d’établir. 
Une figure (F) qui fournira le maximum se composera, éventuel- 
lement, d’arcs du grand et du petit cercle de la couronne et de lignes 
polygonales qui chemineront à l’intérieur de cette couronne. 

On trouve facilement que le maximum de la longueur et de la sur- 
face a lieu pour les figures formées par des arcs du grand cercle et 
deux tangentes au petit qui se coupent à l’extérieur du grand; le mini- 
mum de la longueur et de la surface est réalisé pour les figures 
limitées par des arcs du petit cercle et deux paires de tangentes a 
celui-ci issues de deux points du grand cercle. 


8. Comme exemple (°), je vais faire la recherche du maximum du 

L2 

S 
x : ; ; obs L? 

obtenus par la même méthode; on étudie la variation de < pour une 


rapport + ; le développementest un peulong maisles résultats sont tous 


variation de la figure compatible avec les conditions qu'on Jui impose. 


rola figure (F), qui fournit le maximum de es ne comprend pas 
d'arc du grand cercle. | 

Supposons qu'une courbe contienne un arc du grand cercle d'angle 
au centre 2%; 2% peut être supposé assez petit pour que la variation 
qui consiste à remplacer cet arc par sa corde soit légitime. Apres cette 


opération, les variations subies par L et S sont 


ANG a= er Sin ce 


AS =-— R2(¢ — sinæcosæ). 


ia Oe 1 
d'où la variation du rapport = = u, 


esl L?R2(0— sing cosa) — { LSR(a — sin) A 
PET Lee ES S(S + AS) 


(1) T. BoxneseN, Ueber das isoperimetrische Defizit ebener Figuren (Math. 


Ann., t. 91, 1924, p. 252). 
(2) J'ai traité un autre exemple dans mon article : Sur le dé fie tsoperunétrigque 
maxtmune. dans une couronne circulaire (Matematisk Tidsskrift B.1929). 


Be 5°% 
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Lorsque « est suffisamment petit, cette expression est équivalente a 


_LR(LR— S) 
ACIER V2 


eel © 


ce qui est positif, car 25S LR. 


2° (F) ne comprend pas d’arc du petit cercle. 

Si une courbe convexe comprend un arc du petit cercle d'angle au 
centre 2%, en remplaçant cet arc par les deux tangentes à chacune de 
ses extrémités, on obtient une nouvelle courbe convexe qui a la même 
couronne minima que la courbe de départ, et l’on a 


AL — 2r(tanga — x), 
AS = r? (tanga — a), 
d’où 


(tang a — a) } Lr( 


S — Lr) + 4r?(tanga — a) } 
So 5 : 


1 
S(S + AS) ; 
or, 2S2L~r, c'est-à-dire que Au est positif. 

La figure (F) est donc un polygone. 

3° Le polygone (F) n’a pas deux sommets consécutifs intérieurs à 
la couronne, à moins que le côté correspondant ne touche le petit 
cercle. 

Soient, en effet, A et B deux sommets consécutifs situés à l'inté- 
rieur de la couronne, désignons par + — A l'angle en A du poly- 
gone ...MABC.... En faisant tourner la droite BA autour de B d’un 
angle « compté positivement dans le sens où S augmente, on obtient 
un nouveau polygone ...MA’BC..., le point A’ étant sur MA et l’on 
trouve en désignant par / la longueur de AB, 


\ À 
oe 2/ tang — I | 
uw idee / DA promener + | 


Dans les hypothèses où nous nous sommes placés, on peut prendre dx 
positif ou négatif; alors si 


4S tang à dL. 


Meee af 
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on peut faire en sorte que du soit positif, ce qui prouve notre asser- 
tion. Par contre, si l’on a 

A 

a \ 
un nouveau calcul est nécessaire; si A’B se déduit de AB par une rota- 
tion de «, on trouve 


\ sinA + sing }? 
SL 4 ( 
| | a L! 


ot sin (À + x) : 
LEE era sin À sing ae 
he sin(A + a) 
d’ou, en tenant compte de (4), 
ec A , À 
Pp sin* — cus* = tang” = 
Fe fe , sinAsina } A+ a are Asal? 

Pop ste TT cos cos ——— 

sin( A + a) § 2, 2 


et cette dernière expression montre que Au est positif. 


4° Deux sommets consécutifs du polygone (F) ne sont pas inté- 
rieurs à la couronne. 

D'après 3°, s’il en était ainsi, on pourrait dire cependant que les 
deux sommets A et B en question sont tels que le côté AB est tangent 
au petit gercle en C et que les autres côtés qui partent respectivement 
de A et B sont aussi tangents à ce cercle aux points T et U. Par une 
rotation d’un angle « de la tangente ACB du petit cercle autour de O, 
nous obtenons un nouveau polygone A’B’UMTA’. 

Désignons par À la longueur de la ligne TMU, et par / la longueur 
de la ligne TABU, par 5 l'aire O.TMU et s l'aire O. TABU. 

Pour l'opération indiquée, L subit un accroissement AL = Al, et 
l'aire une variation AS = As, et l'on a 


de sorte que 


Ann. Ee. Norm., (3), XLVI. — DÉCEMBRE 1929. 49 


354 J. FAVARD. 


Or, ne et par la rotation que nous venons d'effectuer on peut 


augmenter /, done u. 


5° Le polygone (F) ne peut avoir plus d'un côté non tangent au 
petit cercle. 

D'après 3°, un côté de (F), qui n’est pas tangent au petit cercle, a 
ses deux sommets sur le grand cercle. 

Si un polygone a deux côtés non tangents au petit cercle, dont les 
sommets sont sur le grand et dont les demi-angles au centre sont a 
et b, la variation qui consiste à remplacer a par a + da et b par b — da 
est compatible avec les conditions du problème pourvu que da ne soit 
pas trop grand. 

Si a+), on trouve 


du {R( cosa — cosb) R?2(cos 2a — cos 2b) 
Teles FL S ; 


Le second membre de cette égalité n’est jamais nul, car s’il |’était, 


on devrait avoir 


28 
Si 3 — + 


kr à : ue En SRE 
en désignant par / et k les distances des deux côtés à 0; si r>—, cette 
A | 


égalité est manifestement impossible, car on a 2S<LR; si r< nr 
Ts ss 


désignant par « angle sous lequel on voit le petit cercle d’un point 
du grand, ona 
h+h>o2Reosu. 


Or, ici, wSGo°, donc, h+ hk >R. 
Sia= 6, en remplaçant a par a + x et b par b — a, on trouve 


ae 8RLS sina (cosa —1)— L'R?sin2a(cos 2a—1) +! 4Rsina(cos æ —1)}? 
S(S+ AS) 


et, lorsque « est faible, cette expression est équivalente à 


: L'R 2 S 
Au — 2 &? sin a =< (or cosa — 7); 
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’ x . 2S 
or, d'après ce que nous venons de voir, = <2Rcosa, done Au est 


positif. Dans le premier cas, il suffira de choisir convenablement le 
signe dx pour obtenir une variation de w positive. 


6° Le polygone (F) a un sommet, au plus, intérieur à la couronne. 
Si (F) a un sommet A intérieur à la couronne, les deux côtés AB 
et AC qui partent de ce point sont tangents au petit cercle, et les som- 

mets consécutifs sont sur le grand cercle 3°, et l’on peut supposer 
que le côté BD du polygone, autre que AB partant de B, est tangent au 
petit cercle 5°. 

Remplacant alors AB par A’B’ symétrique de AB par rapport à la 
bissectrice de l’angle des deux droites qui portent AC et BD, on rem- 
place le polygone ...CABD... par le polygone ...CB’A’D... quiale 
même périmètre et la mème aire que le précédent et dont la cou- 
ronne minima est aussi la couronne (R,7), car si les points de contact 
du premier polygone avec les deux cercles de la couronne se séparent, 
il en est de même pour les points de’contact du nouveau polygone. 

Par cette opération, nous avons fait « gagner » un rang au sommet 
intérieur. Si (F) avait deux sommets intérieurs; on voit que, en appli- 
quant cette opération autant de fois que cela serait nécessaire, on pour- 
rait amener ces deux sommets à être consécutifs, car il n’y a qu'un 
côté du polygone non tangent au petit cercle: mais nous arriverions à 
une contradiction avec 4°. 


7° En définitive, tous les côtés du polygone, sauf un au plus, sont 
tangents au petit cercle et tous ses sommets, sauf un au plus, sont sur 
le grand cercle. Le problème est presque entièrement résolu : il ne 
reste plus qu’à chercher le maximum de 


(any Re rt oaRsina +ortangh) 
nr \ Re — 7? + R?sinacosa +r?tangb 
avec 
hs : 2 
2% — 20 — 2b = anarecos (n entier 21), 
À 
et 
; r > r 
a <are cos 53 b<arccos—.: 
= R F R 


LES 
or 
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En prenant a pour variable, on trouve que l'on peut toujours aug- 


menter w par une variation convenable de signe convenable donnée 
à a, à moins que 


r2 
2 R? cos2a — = 
S os? b 
D— — . 
ole 27 
2K cosa — = 
s°b 


Mais, dans ce cas, en calculant la dérivée seconde de wu par rapport 
à a, on trouve qu’elle a le signe de 


5 S 
aL"? —$8"+ 2L” L >rL’—s'; 
or, 


baal 14: , Sinb 
rL'—S"—R'sinsa—Rrcosa+r 


cos” b 


in 
—=Rsina(2lRcosa — r)+ rt sin D 


cos* b 


Done, le maximum ne peut avoir lieu que pour a = o ou b = 0, et l’on 
trouve qu'il a lieu pour b = o. 


Le polygone (F) est donc inscrit an grand cercle, ct tous ses côtés, 
sauf un au plus, touchent le petit. Si = est un multiple de arccos 7, 
un polygone régulier est inscriptible au grand cercle et circonscrip- 
tible au petit; c’est lui qui fournit le maximum de wu. 


9. Quant aux problèmes de maximum dans la couronne, le premier 
problème à résoudre serait: Trouver le maximum de L lorsque S est 


donné [mais compris entre la limite inférieure ct la limite supérieure 
de S dans la couronne (R,r)]. 


Nous remarquerons d’abord que l’on a toujours 


Il suit de là que, si S est inférieur à l'aire du polygone circonscrit au 
petit cercle qui a tous ses sommets, sauf un au plus sur le grand cercle, 
il sera possible de déterminer des figures convexes circonscrites au 


+ COTON 


5 L 
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petit cercle et d’aire S, et l’on aura 


2: 


max, == 


à | 


Dans le cas général, je n'ai pas réussi à résoudre le problème, mais 
on montre que la figure qui donnera le maximum de L sera constituée 
par une ligne polygonale et des arcs du grand cercle; d’un sommet de 
la ligne polygonale intérieur à la couronne, devra partir un côté au 
moins tangent au petit cercle. 


10. Problèmes d’extremums dans le cercle circonscrit. — En dési- 
gnant par R le rayon du cercle circonscrit à une courbe convexe, si 
l’on se propose de rechercher le maximum des fonctions /(R, L, S), 
homogènes par rapport à l’ensemble des variables R, L, ÿS, non 
décroissantes par rapport à Let non croissantes par rapport à S, le 
problème fondamental à résoudre est le suivant : La surface S d’une 
courbe convexe étant donnée, ainsi que son cercle circonscrit de 
rayon R, trouver le maximum de L(S£+R?). 

Ce problème peut être résolu complètement. 

Montrons d’abord que la figure correspondante est nécessairement 
un polygone (P). | 

Les points de contact du cercle circonscrit à une courbe convexe 
avec celle-ci sont tels qu’on ne peut pas trouver de droite passant par 
le centre du cercle et qui laisse ces points dans un demi-plan : c’est 
dire que s’il n’y a que deux points de contact, ils sont diamétralement 
opposés; s’il y en a plus de deux, on peut en trouver trois, au moins, 
qui forment un triangle non obtusangle. 

La figure que nous cherchons se compose éventuellement d’arcs du 
cercle circonscrit et d’arcs qui cheminent à l’intérieur du cercle; pour 
ces derniers, il est immédiat que ce sont des lignes polygonales : 


1° Je dis que ces diverses lignes polygonales doivent avoir leurs 
sommets sur le cercle. 

D'abord il ne peut y avoir deux sommets consécutifs intérieurs au 
cercle. Soit, par exemple, ABCD la ligne polygonale, A et D étant sur 
le cercle, et B et C intérieurs; les deux droites AB et CD se coupent 
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dans le demi-plan déterminé par AD qui contient B et C, d’après la 
propriété des points de contact. 

Si la réduction du quadrilatère ABCD, par rapport au triangle déter- 
miné AD, AB et CD, faite comme il a été dit au paragraphe 5, donne 
un triangle dont le sommet, autre que A et D, n'est pas extérieur au 
cercle, le résultat est obtenu; dans le cas contraire, on pourra trouver 
une droite A’D’ allant d’un point du segment AB à un point du seg- 
ment CD, et telle que la réduction du quadrilatére A’ BCD’ conduise a 
un triangle dont un sommet est sur le cercle. En tout cas, nous 
passons d’une ligne polygonale à un autre qui n’a qu'un sommet inté- 
rieur au cercle, et la longueur de celle-ci est plus grande que la lon- 
gueur de celle-là. 

Il n'ya pas de sommet intérieur au cercle. Soit C un tel sommet, les 
sommets consécutifs A et B sont sur le cercle; en menant par C la 
parallèle à AB, et prenant l’une des intersections C’ de cette parallèle 


avec le cercle, on a 
AC’ + C'B > AC + CB, 


car C’ est plus éloigné que C de la médiatrice de AB. 


2° La figure cherchée ne peut comprendre d'arc du cercle. 
Soit ABC un triangle mixtiligne, AB étant un segment de droite 


BC un are de cercle circonscrit; si BC est suffisamment petit, il 
. oa - 
existe dans l’arc CBA un point B’ tel que 


aire triangle mixtiligne ABC — aire triangle rectiligne B' A; 
suffit alors de montrer que, dans ces conditions, on a | 
yo LES 
AB + CB <= CB'+ B’A. 


Soient x et a, 8 et 3’ les demi-angles au centre de AB, BC, AB’, 
BC respectivement, on a 


RE ’ £ ' A T 
arol=B+6' (os anse ss) 
sina cosa + a’ = sin§ cos 5 + sinG'cosB", 
et il faut montrer que 


sing + 2%’ < sin + sinG'; 
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‘ 


ou encore que l'égalité 

(00) 2% —sinxg — (2 5 —sin23%)+(265"— sin28’) 
entraine l'inégalité 

(6) % — sina >(8 —sin$) + (2 sin3’). 


Considérons l’expression 


R 


u—=(%— sing) — (6 — sin8) — (8 


Bis sin 3’) 


lorsque «, 6, 8’ sont liés par la relation (5); laissant alors « fixe, 
faisons varier 5 deo à +; pour 8 — o, on a u — o, et, d’autre part, 


sin? 2 ee 
du 2 5D oie 
== = | cos?— — cos? — }; 
ds , D 2 2 
cos” 


ny 


donc, la fonction commence par croître avec ( à partir de zéro jusqu’à 
ce que 8 = 0’, puis elle décroit ensuite jusqu’à zéro; l'inégalité (6) est 
donc démontrée. 


3° Montrons maintenant que, parmi trois côtés du polygone (P), 
deux, au moins, sont égaux. 

Nous voulons montrer que lorsque trois côtés d’un polygone inscrit 
dans un cercle sont inégaux, on peut déterminer un autre polygone de 
même aire et de périmètre supérieur. 

Sans qu'il soit nécessaire d’insister davantage, on voit que ce pro- 
blème revient à montrer que l’on peut augmenter la quantité 


J=sinx+sins + siny 
par des variations convenables de x, 3, y sous les conditions 


2 T Ae eek 
(o<a.8,7<%), (a+ 6+ySn), COS ee i) 


a+ B= 


sin2%-+ sin 2 + sin2y= const. 


Or, l’extremum de /ne sda étre réalisé, dans ce cas, que si deux au 
moins des quantités a, 3, y sont égales. 
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4° Le probléme est réduit au suivant : . 
Pour quelles valeurs entiéres et positives de et y la fonction 


(7) æ sinx + y sinS 


est-elle maximum sous les conditions 


(8) Ta+yYÈ—=T (a,8>0), 
25 


(9) æsin2@ + ysinaB =>, (2. B > 0). 


Adjoignons aux deux derniéres équations la relation 


(10) r+ysu (uw>o). 


Si u est supposé constant, les équations (8), (g), (10) définissent trois 
des inconnues +, y, «, 3 en fonction de la quatrième, lorsque 


r>o, yes; e5é B. 


Si x croit d’une façon continue, à partir d’une valeur entière jusqu’à 
la valeur entière consécutive et que y soit plus grand que un, peut-il 
arriver que x devienne égal à 3? 

Pour cela, il faudrait que l’on eût 


OT 28 
usin ——— — 
u R2 


~ 


lorsque u est entier; ce fait ne peut se produire que lorsque S est l’aire 
d'un polygone régulier de wu côtés inscrit dans le cercle; dans ce cas, 
c'est ce polygone qui donne le maximum de L; siS n'est pas l’aire 
d'un polygone régulier, l'égalité précédente ne sera jamais réalisée 
avec wv entier. 

Peut-il arriver que, au cours de la variation que nous faisons subir 
à x, l'un des deux angles x ou 3 (soit x), devienne égal à zéro? On 


aurait alors 
\ 


AS NT AN 
Il y a une valeur de 3 comprise entre o et = et une seule pour 


laquelle cette égalité est vérifiée; supposons-là comprise entre —— 
YUN 1) 


PROBLEMES D’EXTREMUMS RELATIFS AUX COURBES CONVEXES. 361 


T : 5 : k . 
et at on doit alors prendre wu entier et au moins égal à n pour que les 


équations (8) et (9) donnent avec x et y entiers des valeurs de « 

et de 5 positives, car le polygone régulier de (n —1) côtés à une aire 

supérieure à celle de tout autre polygone inscrit à (r—1) côtés. 
D'autre part, l’extremum de (7) sous les conditions (8), (9), (10), 


n'a lieu que si = 3, ou bien lorsque des variables prennent des 


i 
valeurs limites. Si l’aire donnée S n’est pas celle d’un polygone régu- 
lier, il faut donc prendre y = 1 et 2 =n — 1, car le maximum ne peut 
avoir lieu pour x ou y infinis, d’après (3°). 
Le polygone (P)adonc n côtés parmi lesquels n — 1, au moins, sont 
égaux entre eux. 


11. Nous pouvons maintenant dire que le problème posé au début 
du n° 10 est résolu, mais, comme on le voit, le maximum de L est une 
fonction assez compliquée de S et le calcul peut être pénible. 

Nous allons cependant donner quelques exemples. 

Démontrons que l’on a, par exemple, 


(11) RL— $< GR}, 


le signe d’égalité n’ayant lieu que si la courbe se réduit à un diamètre 
(Ui AR; S10). 

La figure qui réalise le maximum du premier membre de (11) est à 
rechercher parmi les polygones inscrits dans le cercle; or, un calcul 
simple montre que, si l’on remplacé deux côtés consécutifs AB et BC 


d’un tel polygone, qui font entre eux un angle obtus ou droit, par la 


corde AC, le nouveau polygone ainsi obtenu donne au premier membre 
de (11) une valeur supérieure a celle obtenue pour le polygone de 
départ. La figure est done a rechercher parmi les triangles isoscéles non 
obtusangles, et l’on parvient ainsi au résultat annonce. 

Remarquons que l’on a aussi 

RL — AS<1R? 

lorsque 421. sis 

Lorsque / est plus petit que 1, la question est plus difficile à 
résoudre. Résolvons d’abord le problème suivant : 


« A quelle condition doit satisfaire # pour que la figure pour laquelle 
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le maximum de : 
(12) RL— iS 


est réalisé, ne contienne pas deux cordes dont la somme des demi- 
| “ 7 ds 19 
angles au centre soit u(< *) lorsque u est donné? » 


Il suffit pour cela que, en posant 


(13) CHE) (x < Weld. 2. En) 
on ait 
a sinæ —ksinzcosz > 2(sin5 + siny) — —(sin25 + sin27), 
2 
ce qui donne 
\ I I 


kh a = 5 ’ 
2 a g Party 
cos. —{ COS — + cos? 
2 2 2 


inégalité qui doit être vérifiée pour toutes les valeurs de a, 3, Ÿ qui 
thé à (13), ce qui donne 


ct 
2 COS — COS — 
2 2 


cos 


wise 


. 


~ 
Wy 


I + COS 


: ; T : re CES ae 
On voit que, pour v= —; nous sommes conduits à l’inégalité (11); 
x I + tae 
le cas où x= 0, / = - nous donne la nouvelle inégalité 
(14) e¥RL—S<3arh’, 
le signe d’égalité ne pouvant avoir lieu que si la courbe coincide avec 
son cercle circonscrit; on tire de là, 


BMRL -S<(am - rh? (HD). 


: s 1 . . 

Lorsque # est plus grand que =; on voit facilement que la figure que 
nous cherchons ne peut pas contenir d’are du cercle circonscrit, car, 
en rempl: icant cet arc par sa corde, on augmente la quantité (12), 


du moins lorsque l’are est suffisamment petit, comme le montre 
l'inégalité 


2 sinŸ — f sind cos > 29 — kG (x> ~)> 
D 
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valable au moins lorsque 8 est faible : c'est une nouvelle démonstration 
de 2° ($ 10). 


Lorsque k = = la figure qui fournit le maximum de (12)-est 


L=- COS? 
donc un polygone tel que la somme des demi-angles au centre de deux 
côtés quelconques n’est pas inférieure à w, tandis que le demi-angle au 
centre de chaque côté n’est pas supérieur à w, et en raisonnant comme 
au paragraphe 10, on montre que, parmi trois côtés quelconques de ce 
polygone, deux, au moins, sont égaux. 

De plus, on peut montrer aussi que l’on pourra toujours augmenter 
(12), si, parmi deux côtés d’un polygone inscrit, l’un, au moins, n’a 
pas pour demi-angle au centre w. Soient, en effet, « et B les demi- 
angles au centre de deux côtés, l’extremum de(12) ne peut être réalisé 
que si 


2cos% — k cos2a — 2 cosB — A cos25, 


c’est-à-dire lorsque « = 3, ou bien 


(15) 1+ cosu = cose + cos, 


ou lorsque l’un des deux angles est égal à u; si deux côtés sont égaux 
et ont pour demi-angles un centre ~, il faut que 
u 
cos %< cos? — 


9 


Si deux côtés sont inégaux, et si aucun d’eux n’a pour demi-angle au 
8 I 8 
centre uw, on voit, en comparant la dernière inégalité avec (15), que 


; aL: ere : er : 
l’on en déduirait cos 32 cos’ —; donc, il ya seulement un côté de demi- 


angle au centre 5. D’autre part, si(15) est vérifiée, on se rend éga- 
lement compte, par la considération de la dérivée seconde que l'on 
peut augmenter (12) lorsque % <u. 


. Te TT TO ~ : 
Lorsque « est compris entre —— et - ( Suen entier ); la 
= I TEA mil 
figure qui réalisera le maximum de (12) sera un polygone à 7 côtés 


parmi lesquels n—1 au moins seront égaux et ce seront les plus 


grands : 
LU. B—r—(n—1)u. 


, 


Nous avons obtenu ainsi une nouvelle démonstration du résultat du 
paragraphe 10 plus simple à certains égards que celle-ci, et finalement 
Ann. Ec, Norm,, (3), XLVI. — DÉCEMBRE 1929. 46 


24 
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nous avons (') 
(1+ cosu)Ri — S<(n —1)R* sinu (2 -+ cose) 
+ R'sinfr —(n —1)u]ia+ acosu — cos[r —(n —1 «| 


T 
Ve 


Le 


TI1a 


(a entier). 
En particulier, | 
(: + cos =)RL — S£<nR?sin F(a + cos z), 
n a ie 
l'égalité n’ayant lieu que pour le polygone régulier inscrit à n côtés. 


12. Problèmes d’extremums dans les bandes circonscrites. — Soit une 
bande circonscrite à une courbe convexe (C) et de largeur d, et x et y 
deux points d'appui des droites qui limitent la bande avec la courbe. 

Nous nous proposons d’abord de chercher le maximum de la 
quantité | 

Leas. 

Le théorème du paragraphe 5, nous montre que cette quantité ne 
saurait dépasser celle correspondante à un quadrilatère 48y2, dont 
deux côtés opposés 43 et ye sont sur les deux droites qui limitent la 
bande: nous désignerons par / la distance zy; remarquons, de plus, 
que 


Cia SE 
77 4 9 : 


Pour un tel quadrilatere, on a 
Les |( Sy 45) 1-492 —y 61] dc aay.d, 


Finalement, ona 
L «4 1 Le 


et le signe d'égalité n'a lieu que si la courbe se réduit au segment 
ay l= 2t, 5 = 0). 

Supposons, en particulier, que la largeur d soit égale au diamètre D 
ou à l'épaisseur A de la courbe; dans chacun de ces deux cas, on peut 


(1) Au moyen de cette inégalité on peut facilement résoudre le problème de cou- 
vercle suivant : Quel est le plus petit de tous les cercles circonscrits aux courbes 
convexes fermées de longueur L et de surface S2? 
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choisir les points d'appui de telle facon que la droite qui les joint soit 
perpendiculaire aux droites d'appui, c'est-à-dire que l’on peut prendre 
t= D ou A, et l’on obtient les inégalités 

(16) LD—4S< 
ESS LA—/S<9 4? 


Le signe d'égalité ne peut avoir lieu dans la première que lorsque la 
courbe se réduit à un segment de longueur D(L—2D); dans la 
deuxième, l’égalité ne peut avoir lieu que si A — o. 


13. L'inégalité (16) ne devient une égalité que si S=o; nous 
sommes alors conduits à chercher si l’on ne pourrait pas, dans cette 
inégalité, remplacer le coefficient de S par un autre plus petit. 
M. Kubota (doc. cit.) a démontré l'inégalité meilleure 


(18) Le. genie 
le signe d’égalité n’ayant lieu que pour le triangle équilatéral de côté D 
et pour le segment de droite de longueur D. 

Avec notre méthode, la démonstration de cette inégalité ne présente 
pas de difficulté. 

Posons 

ae 
\ “ 

et soit 5 un diamètre de la courbe qui la divise en deux parties de 
longueurs L, et L, et d’aire S, et S, respectivement 


RTL SES ie 
Les quantités correspondantes à ces deux parties sont 


Ré 
Nai (le, yd) Sos 


et l'on a 


Si donc, nous démontrons que les quantités V, et V, sont inférieures 
à 2D?, il en sera de même pour \. 
24% 
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Nous pouvons donc nous borner à considérer le cas où une partie 
de la frontière de (C) est constituée par un segment de droite de lon- 
gueur D. Soit (F) une telle figure, elle peut être mise à l'intérieur 
d un triangle mixtiligne forme. par un segment de longueur D et de 
deux arcs de cercle de rayons D ayant pour centres chacune des extré- 
mités du segment. 


1° La figure (F) qui fournit le maximum de V, se compose éventuel- 
lement d’arcs des deux cercles, de cordes de ces arcs et d’un segment 
de droite joignant un point d’un arc à un point de l’autre. 

Les deux derniers points sont immédiats d’après le raisonnement 
fait bien souvent déjà. 


2° La figure (F) ne contient aucun arc de cercle. 
En remplaçant, en effet, un are de demi-angle au centre &(<30°) 
par sa corde, V éprouve la variation 


f 
£ : CPE 
UE sina — 2% — —=(sina cosa — a) 


V3 


—\ D? (4-8 2%—2siIne CUS Galt 
IG ) (v3 )| 


> D? (ose == jee —2simx) > Os 


» 


\ 2 


Et ce calcul montre aussi pour quelle raison on a pu remplacer le - 
coefficient 4 dans (16) par ne dans (18). 
\ 


3° La figure (F) ne contient pas plus d’une corde de chaque arc de 
cercle. 

En remplaçant, en effet, deux cordes consécutives d’un même are 
de cercle et d’angles au centre de à et (a + B<30°) par la corde joi- 
gnant les extrémités de celles-ci, V éprouve une variation 


D: la sin(a@ +8) — » sina — 2 sin © | sina(%+ 6)—sin2æ— sin26]l 
V3 


» Lan RC 
yi Me ie sin(a + 6) sing sinS — sin sin sin] 
3 2 a 


(eo 


ig fo fe 
ON. 7 Le POY a+ 5 a x — 6 
= { D?sin — Sin — sin = | —| cos* r+ cos vis Ê CON cote i! = 
2 2 | 2 2 te: 


2 
PA 
LES 
J 
= 
r 
y 
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4° La figure (F) est donc à rechercher parmi les quadrilatères ins- 
crits dans le triangle mixtiligne dont un des côtés est le côté rectiligne 
de ce triangle. 

Il est évident que V est une fonction symétrique des deux demi- 
angles au centre des côtés qui sont des cordes des deux arcs de 
cercle; donc V ne peut être extremum que si ces deux angles sont 
égaux (dans ce cas, le quadrilatère est un trapéze), ou bien si l’un des 
deux angles au moins prend une valeur limite, le quadrilatère se 
réduit alors à un triangle équilatéral ou à un segment, et ces deux der- 
niers cas fournissent le maximum cherché comme le montre un calcul 
facile. 


14. L'inégalité (17) n'est pas la meilleure possible; ici, c’est le 
deuxième membre que l’on peut certainement remplacer par une 
quantité inférieure. Je n’ai pas réussi à démontrer l'inégalité suivante 
que je crois vraie : 


(19) ANSE 


l'égalité n'ayant lieu que pour le triangle équilatéral de hauteur A. 


15. Je rappellerai l'inégalité due à M. Blaschke (') 
A<3r, 


où r désigne le rayon d’un cercle inscrit à la courbe. Il est évident que 
l'on a d’abord 2r<A, et l’on sait de plus que, dans le cas où le signe 
d'égalité n’a pas lieu, on peut trouver un triangle circonscrit à la fois 
au cercle et à la courbe et les contenant tous deux. 

En désignant par a, b, c, les côtés de ce triangle (a2b2c), et par h 
la hauteur relative au côté a(A<h), ona 


ah=(a+b+c}r, 
d’ A 
ou 


(1) Jahresbericht der Deutschen Math. Ver., 1. 23, 1915, p. 569. 
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On voit, de plus, que l'on aura 4 = 3r seulement dans le cas où 
A=h,a=b=c, c'est-à-dire lorsque la figure sera un triangle équi- 
latéral de hauteur A. 

De ce résultat, nous tirons l'inégalité 


(20) LA -6S8<3Ur =6$ - 0. 


le signe d'égalité n'ayant lieu que lorsque la figure est un triangle 
équilatéral. 

Si l'inégalité (19) était démontrée, on en déduirait l'inégalité (20) 
au moyen du résultat de M. Pal ($3); en tout cas, on a, pour #20, 


EN (Ga IRSC 


16. Je me permets de parler ici de questions de géométrie dans 
l'espace, analogues à celles auxquelles je viens de faire allusion et 
relatives aux Corps convexes. 

Le contour apparent d'un corps convexe d'épaisseur A sur un plan 
quelconque est une courbe convexe d'épaisseur au moins égale à A: 
d'autre part, les points de contact d'une sphère inscrite à un corps 
convexe avec la frontière du corps ne sont pas tous situés dans un 
même demi-espace ouvert déterminé par un plan passant par le centre 
de la sphère. Donc, si tous ces points sont situés dans un même 
demi-espace fermé déterminé par un plan passant par le centre de la 
sphère, on aAS3r. Dans le cas contraire, on peut trouver un tétratdre 
eirconscrit à la fois à la sphère et au corps et les contenant tous les 
deux. 

On démontre alors que la largeur d'un tétraèdre circonserit à une 
sphère de rayonrne saurait dépasser 2V3r et qu’elle n'est égale à cette 
quantité que lorsque le tétraèdre est régulier; en effet, en désignant 
par #,,h., h,. h, les hauteurs et par d,, d,, d, les plus courtes dis- 
tances des trois couples d’arétes opposées, on sait que 

L 1 1 l i 1 1 | 
A PR PME Tey Me 
d'autre part. 
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dot l’on tire 


eu 
/ 
= 


fue 


le signe d’égalité n'ayant lieu que si les quatre hauteurs sont égales 


entre elles ainsi que les trois plus courtes distances; c’est-a-dire.dans 


le cas où le tétraèdre est régulier. 

En désignant par S la surface d’un corps convexe, par V son volume 
et par A son épaisseur et raisonnant comme au paragraphe précédent, 
on obtient 
(21) | SA 6V3\<o, 


l'égalité n'ayant lieu que pour le tétraèdre régulier dont la distance de 
deux arétes opposées est égale à A. 


17. Pour les problèmes relatifs aux courbes orbiformes, la 
recherche fondamentale à faire est celle de l'orbiforme passant par 
quatre points et dont l’aire est minima. Cette recherche a été faite par 
M. Blaschke (/oc. cit); moyennant ce résultat, il est facile de résoudre 
alors tous les problèmes d’extremums (en petit nombre d'ailleurs) 
qui se posent à propos des orbiformes. 


18. Problèmes de probabilités et de moyennes. -— En terminant, je 
désire attirer l'attention sur de nouveaux problèmes de probabilités 
géométriques ou plutôt de probabilités fonctionnelles. 

La difficulté consiste surtout, dans ces sortes de problèmes, dans le 
choix de la probabilité élémentaire: je ne sais d’ailleurs pas si ce 
choix peut être fait d'une façon convenable. Cependant, il semble rat- 
sonnable de se poser des problèmes comme les suivants : 

Quelle est la valeur moyenne de l'aire des-orbiformes de largeur 
donnée ? 

Quelle est la probabilité pour que l'épaisseur d'une courbe convexe 
dont le rayon du cercle inscrit est donné ne dépasse pas une valeur 


donnée ? i 
Quelle est la valeur moyenne du rapport — dans une couronne 


minima (R, 7) donnée? 
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